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Resumo. Nos consideramos drvores com dois vértices conectados por uma
aresta subdividida e mostramos que transferéncia qudntica de estado ndo pode
ocorrer entre esses Vértices, a menos que o grafo ndo possua mais nenhum ou-
tro vértice. Chegamos a esse resultado demonstrando a existéncia de autova-
lores proximos no suporte dos vértices e apresentamos diversos exemplos de
drvores e suas relacoes com o teorema de transferéncia perfeita de estado, para
isso, primeiro apresentamos um limitante superior para a distancia entre os
dois vértices e para os casos restantes demonstramos individualmente a ndo
existéncia do fenémeno.

1. Introducao

Seja X um grafo que modela a interacdo de qubits em uma rede. Dada uma configuracdo
inicial do sistema, a evolug@o temporal é determinada pela matriz

U(t) = exp(itA),

ondet € R, e A = A(X), a matriz de adjacéncia de X. Nessa proposta utilizare-
mos a notagdo bra-ket: um vértice a do grafo é representado pelo vetor caracteristico |a).
Sua fungdo dual é denotada por (a|. N6s diremos que X admite transferéncia perfeita de
estado entre a e b no tempo ¢ se [Coutinho 2014]

[(lU(t)]a)] = 1.

Transferéncia perfeita de estado € um fendmeno desejavel para diversas aplicagcdes
relacionadas a informacao quéantica e mesmo assim € dificil de se obter.

A subdivisao de uma aresta € a inser¢do de um novo vértice v; 0 meio de uma
aresta existente e = v;vy, acompanhada da unido das pontas originais da aresta a0 novo
vértice inserido, formando as arestas ¢/ = v;v; e ¢’ = wv;v;, [Gross and Yellen 2006].
Nossa investigacdo na proposta esté relacionada a existéncia de transferéncia perfeita de
estado em arvore subdivididas, isto €, dada um arvore e dois vértices adjacentes, per-
guntamos se € possivel existir transferéncia perfeita de estado apds vérias (ou nenhuma)
operagdo de subdivisdo na aresta entre eles|I]

2. Trabalhos Relacionados

O fendmeno de transferéncia perfeita de estado € utilizado por [Childs et al. 2003]] no
Glued-Tree Problem, nesse problema duas arvores binarias sdo “grudadas” em suas fo-
lhas e a partir da raiz de uma, queremos chegar na raiz da outra, de modo que a Unica



Figura 1. Grafos a serem estudados. A pergunta a ser respondida é se existe
transferéncia de estado entre a e b. Y; e > correspondem a arvores arbitrarias.

informacdo que temos € a vizinhanga do vértice atual. Apesar de ndo se conhecer um
algoritmo cldssico que resolve esse problema de forma eficiente, utilizando de passeios
quanticos os autores descobrem um algoritmo polinomial.

Os grafos P, com n = 2 ou n = 3 vértices admitem o fendmeno, porém nenhum
outro caminho admite [Christandl et al. 2005]] e ndo se conhece nenhuma outra arvore que
admita [Coutinho and Liu 2015]].

As familias infinitas de grafos conhecidos que admitem transferéncia de estado
todas possuem um crescimento exponencial comparada a distancia entre os dois vértices
envolvidos, mesmo que os limitantes para construir redes quanticas sugerirem que a
configuracdo desejavel deveria ter crescimento polinomial [Kay 2018]].

Ao permitir pesos nas arestas, € possivel atingir transferéncia de estado em ca-
minhos, mas novamente, as familias conhecidas requerem grandes pesos no centro da
cadeia. Uma questdo advinda da literatura [[Casaccino et al. 2009]] € a pergunta de se €
possivel atingir transferéncia de estado em caminhos manipulando os pesos dos loops
adicionados na ponta da cadéncia somente. Mas em [Kempton et al. 2017]], essa pergunta
foi respondida de forma negativa.

Também demonstrando cendrios em que transferéncia de estado ndao ocorre,
[Coutinho et al. 2022]] demonstra que para vértices conectados por uma ponte ou por uma
subdivisdo de uma ponte ndo admitem o fendmeno, em nosso trabalho, demonstramos o
resultado para drvores nas quais ocorreram subdivisdes maiores da aresta conectando os
dois vértices.

3. Transferéncia Perfeita de Estado

Dado um grafo X com n vértices e matriz de adjacéncia A, a decomposic¢do espectral de
A € denotada por

A=Y 0.E,

assumimos que existem d + 1 autovalores distintos 6,., com projetores correspon-
dentes F,.. N6s assumimos que o grafo é conexo, ¢ é seu maior autovalor, e logo F é
uma matriz com entradas positivas ([Brouwer and Haemers 2012, Section 2.2]). Entao,

d
U(t) = exp(itA) = Z B,

r=0



e podemos verificar que, para a,b € V(X), existe ¢ tal que |[(b|U(t)|a)| =1see
somente se existe 7 € C com |y| = 1 tal que U(t)|a) = v|b). Essa equacdo € equivalente
a ter, para todo r € {0,--- ,d},

¢ B,la) = 1B, |8,

que € equivalente a ter, simultaneamente, para todo r,

(a) Erla) =0,E.b),como, € {—1,+1}, e
(b) sempre que F.|a) # 0, entdo t(6p — 6,) = k.m, com k. € Z, e além disso
k.= (1-0,)/2 (mod 2).

Dois vértices que satisfazem a condi¢do (a) sdo chamados de fortemente cospec-
trais. Note que isso implica que (a|E,|a) = (b|E,|b) para todo r, que é uma condi¢do
mais fraca e mais conhecida que implica que os vértices sao cospectrais. Podemos ve-
rificar que vértices cospectrais satisfazem (a|A*|a) = (b|A*|b) para todo k, e portanto
devem ter o mesmo grau.

Autovalores 6, para os quais F,.|a) # 0 s@o ditos pertencer ao suporte de autova-
lores de a.

Godsil mostrou que a condicdo (b) acima implica que os autovalores sdo ou in-
teiros ou inteiros quadraticos de uma forma especial [Godsil 2012], e disso, obtemos a
seguinte caracterizagdo para transferéncia perfeita de estado ([Coutinho 2014, Chapter
2)).
Teorema 3.1. Seja X um grafo, e seja a,b € V(X). Existe transferéncia perfeita de
estado ente a e b no tempo t se e somente se as condicdes a seguir sdo satisfeitas.
(a) E.|la) = 0,.E,.|b), como, € {—1,+1}.
(b) Existe um inteiro o, um inteiro positivo livre de raiz A\ (possivelmente igual a 1),
tal que para todo 0, no suporte de a, existe um (3, tal que

a+ BVA
—

Em particular, como 0, é um inteiro algébrico, segue-se que todo 3, possui a
mesma paridade de a.

(c) Existe um g € 7 tal que, para todo 0, no suporte de a, (fo — B3.)/9 = k., com
k.€Z,ek.=(1—0,)/2 (mod 2).

Se as condicoes sao vdlidas, entdo os valores positivos de t para os quais transferéncia
perfeita de estado ocorre sdo precisamente os nuiltiplos impares de w/(gV' A).

6, =

Nosso objetivo ¢ demonstrar a ndo existéncia de transferéncia perfeita de estado
em uma classe de grafos. Portanto, iremos apresentar diversos exemplos para os quais tal
transferéncia falha e, a partir de uma andlise dos motivos, identificar a melhor forma de
abordar nosso problema.

3.1. Grafos que falham condicao (a) de

A condicdo (a) se refere a uma propriedade dos vértices a e b, sem depender dos auto-
valores do grafo. Essa condi¢do nos garante que os dois vértices possuem um grau de
semelhanca e pode ser decomposta em outras duas condi¢des que revelam mais proprie-
dades sobre a estrutura dos vértices.



3.1.1. Vértices Cospectrais
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Figura 2. Decomposicao espectral do P;, percebemos que vértices 1 e 3 sao
cospectrais.

Dizemos que dois vértices a e b sdo cospectrais se, para todo r, (E, ). = (E;)pp
[Gabriel Coutinho 2020]. Essa definicdo nos permite relacionar vértices cospectrais a
vértices fortemente cospectrais, mas nao revela muita estrutura sobre os vértices, portanto,
outras equivaléncias se tornam mais Uteis na busca por vértices cospectrais em grafos:

(1) Vértices a e b sdo fortemente cospectrais se e somente se ¢(X \ a,t) = ¢(X \b, ).
(2) Vértices a e b sdo fortemente cospectrais se e somente se, para todo inteiro k,

(Ak)a,a = (Ak)b,b-

Podemos agora utilizar essas equivaléncias para tirar conclusdes sobre quando
vértices sdo candidatos a serem cospectrais. Por exemplo, se os vértices a e b forem
similares, isto é, existir um automorfismo em X que mapeia a para b, entdo a condi¢do
(1) se torna trivialmente satisfeita, isto €, vértices similares sdo sempre cospectrais.
Além disso, a condi¢ao (2) nos fornece uma equivaléncia combinatéria para o conceito
de cospectralidade, uma implicag@o direta dessa equivaléncia é que vértices cospectrais
precisam ter mesmo grau.

3.1.2. Vértices Paralelos
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Figura 3. Decomposicao espectral do P;, percebemos que vértices 1 e 3 sao
paralelos.

Dizemos que dois vértices a e b sdo paralelos se, para todo 7, (E,), = a,(E,)p,
ou seja, as colunas das idempotentes sao linearmente paralelas [Gabriel Coutinho 2020].

Assim como no caso de vértices cospectrais, vértices paralelos também possuem
uma equivaléncia que nos serd util no futuro.

* Vértices a e b sdo paralelos se e somente se os polos da fungdo racional ¢(X \

{a,b},t)/p(X,t) sdo simples.

Apesar da segunda condicdo ndo relevar propriedades estruturais claras na
identificacdo de vértices paralelos, a sua defini¢do nos revela uma propriedade interes-
sante: se um grafo possui autovalores simples, entao todos os vértices sao paralelos
entre si, essa propriedade fica clara ao perceber que, se o grafo possui autovalores sim-
ples, entdo o posto de suas idempotentes € 1 e portanto todas as colunas sdo linearmente
dependentes.



3.1.3. Cospectral + Paralelo = Fortemente Cospectral
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Figura 4. Decomposicao espectral do P, vértices 1 e 2 sao fortemente cospectral

Como descrito anteriormente, vértices a e b sdo fortemente cospectrais se, para

todo r, (E,), = =(E,), e essa é uma condi¢do necesséria para PST.
Lema 3.1. Dois vértices a e b sdo fortemente cospectrais se e somente se eles sdo para-

lelos e cospectrais.

Demonstracdo. Claramente se dois vértices sdo fortemente cospectrais eles sao paralelos,
para observar que eles sdo cospectrais basta relembrar a propriedade de projetores que
E? = E,, portanto

Para mostrar o outro lado da implica¢do, comecamos assumindo que os vértices
sdo paralelos, logo (E,), = «a.(E,), para algum «, € R, logo

(Er)a,a = ar(Er)a,b = ar(Er)b,a = O-/E(Er)b,b

Mas assumindo que a e b sdo cospectrais, a? = 1, portanto o, = +1. [

Agora que demonstramos a decomposi¢ao, podemos analisar exemplos de vértices
fortemente cospectrais e exemplos que falham em satisfazer essa condig¢ao.
Teorema 3.2. Vértices equidistantes em caminhos sdo fortemente cospectrais.

Demonstragdo. Como esses vértices sao similares, entdo também sdo cospectrais, além
disso, os autovalores do P, sdo [|Gabriel Coutinho 2020]

7k
n+1

2 cos( ), k=1,...,n

Portanto, todos os vértices do P, sdo paralelos. O]

O P, é um tipo de arvore subdividida, portanto o caminho para demonstrar a nao
existéncia de transferéncia perfeita de estado nessas arvores ndo serd demonstrando que
os vértices falham ao satisfazer a condi¢do (1), portanto, focaremos nas outras condigdes.

Apesar disso, apresentaremos mais exemplos de arvores e suas relacdes com a
condi¢do (1), em especial, exemplos importantes de arvores com vértices cospectrais mas
ndo paralelos.

Um exemplo importante a ser mencionado sdo as estrelas S,,, ou K;,_; com
n > 4, para essas arvores € facil perceber que as folhas sdo par a par cospectrais, porém
nao sdo paralelas. A razdo para elas ndo serem paralelas deriva do teorema:

5
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Figura 5. Estrelas 5S4, S5, S¢ € S;

Teorema 3.3. Se a e b sdo vértices fortemente cospectrais em X, entdo qualquer auto-
morfismo de X que fixa a também deve fixar b

Demonstragcdo. Seja P uma matriz de permutagdo que define um automorfismo 7 que
fixa a.

Lema 3.2. 7 é um automorfismo de X se e somente se a matriz de permutagdo P definida
por ™ comuta com A, isto é AP = PA.

Demonstracdo. Segue diretamente do fato que 7 é um automorfismo de X se e somente
se PAP! = A, uma vez que Pt = P!, O

Além desse lema, também precisaremos do seguinte fato:

Lema 3.3. As idempotentes E, podem ser escritas como um polindmio de A, isto é E, =
p(A) para algum polinémio p de grau < n.

Demonstragdo. Relembramos a decomposigio espectral de A como A = ) 0, E,. As-
sim, um polindmio aplicado a A pode ser descrito utilizando a decomposicdo espectral
como

p(A) = p(0,)E,,

Sendo assim, queremos um polindmio que vale 0 para todo autovalor 6, # 6, e que
p(6,) = 1. Construimos esse polindmio utilizando a férmula de Lagrange, assumindo
que A possui k autovalores distintos:

— 0,
min) = 11 5—93

0<s<k,s#r

]

Assim, sabendo que P comuta com A, sabemos que ele também comuta com suas
idempotentes e portanto demonstramos o resultado seguindo as igualdades:

6



E,P|a) = +E,Pb)

E,|la) = £E,|c)
Er|b> = Er|c>
d d
> Erlb) =D Erle)
r=0 r=0
I|b) = I|c)
b) = |c)
Portanto, se 7 fixa a, ele também fixa b. O]

O que esse teorema sugere € que, em termos de automorfismo, uma condi¢do que
garante vértices serem cospectrais € o fato deles serem similares, mas o que impede eles de
serem paralelos € a existéncia de outros vértices similares no grafo e de um automorfismo
que fixa um dos vértices mas ndo o outro, como € o caso das estrelas.

O fenOmeno acima levanta perguntas muito interessantes, como por exemplo:
“Existem 3 vértices fortemente cospectrais em uma arvore?”. O que torna essa pergunta
interessante é que existem grafos com mais de um par de vértices fortemente cospectrais,
como na figura [3.1.3] mas para construir essa estrutura em uma arvore seria necessario
uma técnica ndo trivial, uma vez que a constru¢ao mais intuitiva, partindo de estrelas e
floreando as pontas falha ao satisfazer o teorema (3.3

N O— @ @

b d f =
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Figura 6. O grafo acima, P,(1P;,

possui 4 vértices fortemente Figura 7. Construcao falha para
cospectrais, suas 4 quinas. gerar 3 vértices fortemente cos-
pectrais.

Por fim, apresentamos um exemplo que satisfaz as condi¢do do teorema (1), mas
a arvore nao € nada simétrica, a Schvenk Tree [§]

3.2. Grafos que falham condicao (b) de

Como ndo € esperado nossa construcdo falhar para a condicao (a) de iremos argu-
mentar sobre a condi¢do (b). A parte mais importante sobre a condicdo € que se existe
transferéncia de estado de a para b, entao os autovalores do suporte precisam estar
espacados a uma distancia de pelo menos 1.

Apesar de nao parecer, exigir esse espacamento implica em propriedades relevan-
tes para nosso grafo.



Figura 8. Schvenk Tree

Teorema 3.4. Seja X uma drvore com PST entre vértices a e b, tal que dist(a,b) = 7.
Entdo, X possui O(r®) arestas.

Demonstragdo. Seja S o conjunto de autovalores no suporte de a, queremos maximizar
o numero de autovalores no suporte de a dado que,

do<oam A=l =21
N ES

Em que a primeira desigualdade decorre do fato de que o trago de A? € igual a
soma dos graus dos vértices e a segunda desigualdade vem de assumirmos espacamento
entre os autovalores.

Seja S, C S o conjunto de todos os autovalores positivos de S, assuma que
|S| = s, listamos eles de modo que A\; > Ay > -+ > A,

Como nosso grafo € bipartido,

Z AP <m il = Xl > 1

AiE€ESH

Queremos encontrar um limite superior para s, portanto, podemos assumir que
cada um de seus termos assumem o menor valor possivel e que seu menor termo € 1. Em
outras palavras, queremos encontrar o maior valor de s tal que

s

ZiQSm

=1

Mas como > 7 i = s(s+1)(2s+1)/6

8
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E conhecido o resultado de que o niimero de autovalores distintos no suporte de
um vértice € maior que seu diametro [Gabriel Coutinho 2020, logo,

r+1<[5<2s+1< v24m + 1
E chegamos no limitante

r < 2v3m
O]

Apesar de termos restringido o teorema acima para arvores, esse corresponde ao
seu pior caso, isto é, o limitante é valido para qualquer grafo.

A seguir apresentamos um exemplo de arvores que satisfazem o limitante com
igualdade assintética. Construiremos uma drvore 7' com |T'| = cr3, Diam(T) = r + 1
e 2r — 1 autovalores distintos de modo que todos os autovalores possuem distancia pelo
menos 1.

Construimos 7, de forma recursiva:

e Ty =25,
e T, é uma estrela .S,2, com uma das folhas substituidas por 7;._;

Ex. Tgl

Figura 9. Arvore recursiva 7'(3)

Estes sdo os autovalores nao negativos de para 75 .. .71

« T : (0, 2)



« Ty : (0, 1.8162, 3.1147)

e Ty : (0, 1.8074, 2.9244, 4.145)

Ty : (0, 1.8073, 2.9113, 3.9526, 5.1609)

* T : (0, 1.8073, 2.911, 3.9376, 4.9667, 6.1715)

* Ty : (0, 1.8073, 2.911, 3.9372, 4.9504, 5.976, 7.1791)

e Ty : (0, 1.8073, 2.911, 3.9372, 4.9499, 5.9588, 6.9827, 8.1848)
(0,

e Ty: 1.8073, 2.911, 3.9372, 4.9499, 5.9583, 6.9649, 7.9877, 9.1893)
* Tio: (0, 1.8073, 2.911, 3.9372, 4.9499, 5.9583, 6.9643, 7.9694, 8.9916, 10.1928)
Tyy : (0, 1.8073, 2.911, 3.9372, 4.9499, 5.9583, 6.9642, 7.9687, 8.9729, 9.9948, 11.196)

Além disso, para todas as arvores 75, ... T}, todo autovalor diferente de 0 estd no
suporte de todo vértice da arvore.

Vale ressaltar que autovalores do suporte de arvores corresponde a um topico am-
plamente estudado, [Csikvari 2010] apresenta uma constru¢do de arvores que possuem
autovalores inteiros arbitrariamente espacados.

A relagdo entre transferéncia perfeita de estado e o didmetro de um grafo também é
um problema que vem sido estudado, [Coutinho 2018]] apresenta uma demonstracao alter-
nativa para o teorema 3.4 e postula o problema de encontrar uma construcio de grafos
que admitem PST e nao possuam tamanho exponencial em fun¢ao da distancia de
seus vértices.

3.3. Grafos que falham condicao (c) de

Aqui ndo iremos abordar profundamente esses grafos, uma vez que exemplos que satisfa-
zem as condic¢des (a) e (b), mas falham na (c) ndo sdo tdo conhecidos. Porém, apresenta-
mos um exemplo no qual isso acontece.

Figura 10. Nao existe PST entre vértices 4 e 9, apesar de satisfazerem condi¢coes
(a) e (b).

4. Autovalores dentro de um intervalo

Com o intuito de abordar nosso problema iremos nos focar na condi¢do (b) do teorema|3.1
para isso precisamos de uma ferramenta que nos permite realizar afirmacgdes a respeito dos
autovalores no suporte do nosso grafo.

Para isso, utilizaremos uma variacao do algoritmo de [Jacobs and Trevisan 2011].
Esse algoritmo corresponde a um método O(n) que computa, para qualquer arvore 1" e
um intervalo («, ), quantos autovalores de 7" estdo nesse intervalo.

10



Seja T uma arvore enraizada em um vértice . Dado um valor o« computamos um
valor d(v, «v) para todo vértice v € V(1) da seguinte forma:

dv,a) = a — Z (Cl’ 2]

c filho de v

A partir dessa defini¢cdo, € possivel demonstrar que [Jacobs and Trevisan 2011]:
Teorema 4.1. O niimero de vértices em T com d(v, o) > 0 € igual ao niimero de autova-
lores de T no intervalo (—oo, ).

Corolario 4.1. O niimero de autovalores no intervalo (o, ) € o niimero de entradas
positivas de d(v, as) menos o niimero de entradas positivas de d(v, ay).

Podemos também observar algumas propriedades que d(v,«) satisfaz como
func¢ao e ter uma intuicao sobre seu comportamento:

* Sed(v,a) =0, d(c, ) # 0 para todo filho ¢ de v.

* O valor d(v, ) cresce a medida que « cresce, a menos quando d(c, a) = 0 para
algum filho c de v.

* Os valores d(v,a) alternam ciclicamente entre os intervalos
(—00,0),[0,0], (0, 00).

-1 1 2 3

-3

A

Figura 11. Comportamento da fung¢ao d(v, o) para P; enraizado em uma das pon-
tas.

Gostariamos de utilizar o algoritmo para descobrir autovalores préximo em nosso
grafo, perceba porém, que nas condi¢des de transferéncia perfeita de estado os autovalores
precisam pertencer ao suporte do vértice. Portanto, precisamos de algumas observagdes
adicionais.

Teorema 4.2. Seja T uma drvore enraizada, seja T, a subdrvore de I’ com raiz v e seja
o(X, «) o polinémio caracteristico do grafo X, isto é, p(X, ) = det(al — A), entdo:

 $(Tha)
4v.0) = ST\ v, )

11



Demonstragdo. Para a demonstracio iremos utilizar a férmula de Leibniz para computar
o determinante de matrizes.

CL171 e al,n n
det(A)=| : . |=) (sen(m) [ i)
pi .. Gpp mESy i

Em que sgn(7) representa o sinal da permutagdo, este valor vale 1 se a permutagdo
¢ formada por uma quantidade par de ciclos pares e -1 se ela é formada por uma quanti-
dade impar desses ciclos.

A ideia desse modo de computar determinantes é parear, de todas as formas
possiveis, linhas com colunas da matriz e computar a soma dos produtos das entradas
desses pareamentos. A vantagem de utilizar esse método de calcular determinante, no
lugar da forma por cofatores € que podemos decompor os termos da soma em funcao de
elementos do grafo. Sendo assim, ao inciar na primeira linha da matriz e seguir 7; até
retornar a essa primeira posi¢ao, podemos separar os termos do somatério em trés partes,
quando o ciclo de m que contém o vértice 1 € unitdrio, quando o ciclo possui dois elemen-
tos e quando o ciclo possui mais elementos. Separando o somatorio nesses trés termos,
podemos entdo considerar determinantes menores. As separacdes estdo apresentadas na

figura 4

a —1 —1 a —1 -1 a —1 —1
-1 a -1 -1 o -1 -1 a -1
-1 -1 « -1 -1 a -1 -1 «
Figura 12. Veértice. Figura 13. Aresta. Figura 14. Ciclo.

Assim, escrevemos o determinante de forma explicita,

det(al — A(T)) = adet(al — AT\ 7))+ Y _(—1)det(al — A(T \r,c)) +0

c filho

Em que o primeiro termo do lado direito vém ao considerarmos pareamentos de
vértice, o segundo de aresta e o terceiro de ciclo, perceba que quando o pareamento é
de aresta o sinal se torna —1, uma vez que temos um ciclo par a mais que a permutagdo
removendo vértices r e ¢, além disso, quando o pareamento € de ciclo o resultado € O,
uma vez que nao temos ciclos na arvore.

Manipulando a expressao,

$(T) = ag(T\r) = > &(T\r,c)

c child

OT) = d(T\re)
oT\r) Z O(T\r)
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Como d(v,a) = a = ¢(T,a)/¢(T \ , @) quando v € uma folha e ambos seguem
a mesma relagdo de recorréncia, temos nosso resultado.

]
Corolario 4.2. ) é autovalor de T no suporte da raiz v se e somente se d(r, \) = 0.

5. Upper Bound no Tamanho do Caminho

Nosso objetivo nessa se¢ao €é encontrar um valor k& tal que se m > k, vértices a e b da

figura|l|ndo admitem transferéncia perfeita de estado.
Lema 5.1. Seja T uma drvore enraizada no vértice b, todos os sinais positivos de d(v, o)

no caminho de a até b advém de raizes distintas no suporte de b no intervalo (—oo, ).

Demonstracdo. Se d(v, ) > 0, entdo o sinal do pai de v precisa ter transicionado de um
valor negativo para um valor positivo. Portanto, o sinal da raiz precisa ter transicionado
pelo menos o nimero de valores positivos no caminho de a até b. [

Teorema 5.1. Sejam a e b vértices de uma drvore conectados por um caminho simples de
tamanho m. Ndo existe PST de a para b se m > 8.

Demonstragdo. O resultado segue contando o nimero de sinais positivos no caminho de
a até b na arvore para distintos valores de a. Aqui, assumimos que os valores de d(a, )
e d(b, o) podem ser valores quaisquer.

a = 0. Nesse caso, d(v,0) = _d(010)

para negativo do vértice filho para pai. Portanto, o niimero de valores positivos de d(v, 0)
no caminho de a até b é no maximo [”5] + 1 ¢ no minimo | - |.

ao longo do caminho, esse valor alterna de positivo

a = 2. Nesse caso, d(v,a) = 2 — -, uma vez que tiver algum valor negativo no
’ d(l,a)

caminho, todos os demais valores se tornam positivos. Portanto, o nimero de valores
positivos é pelo menos m — 2.

a = —2. Nesse caso, d(v,a) = =2 — m, uma vez que exista um valor positivo no

caminho, todos os demais valores se tornam negativos. Portanto, o nimero de valores
positivos é no maximo 2.

m 21314[5(6|7[8[9]10
a=0(min) [0 1|1]2]2[3|3|4] 4
a=0(max) |[2]2|3(3|4|4]|5|5] 6
a=2(min) [0|1]2|3|4|5|6|7]| 8
a=-2(max) |2 |2|2|2]2|2|2|2] 2

Figura 15. Numero de sinais positivos no caminho de « até » para diferentes
valores de m.

Ao comparar « = —2 e a = 2 para m > 8. A diferenca no nimero de sinais
positivos no caminho implica que precisamos de pelo menos quatro novos autovalores no
intervalo (—2,2). Porém, a existéncia de um autovalor diferente de 0 no intervalo (-1,
1) exclui a possibilidade de PST para arvores. Portanto, a tinica forma de ter autovalores
suficientemente espagados seria tendo um em cada intervalo (-2, 1], [0, 0] e [1, 2). O

Corolario 5.1. Se uma drvore possui autovalores inteiros, entdo ndo existem vértices
conectados por um caminho simples a distancia maior ou igual que 8.
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6. Lower Bound no Tamanho do Caminho

Como mencionado anteriormente, em [Coutinho et al. 2022]] ¢ demonstrado que nao
existe transferéncia perfeita de estado quando os vértice a e b estdo conectados por uma
ponte ou por um caminho de tamanho 3, portanto, resta demonstrar para para casos em
que os caminhos possuem comprimento 4, 5,6 € 7, estes casos serdo demonstrados indi-
vidualmente:

Teorema 6.1. Sejam a e b vértices de uma drvore conectados por um caminho subdividido
de tamanho m. Ndo existe transferéncia de estado entre a e b se m = 4.

Demonstracdo. Segue de [[Coutinho et al. 2022] que ¢(G) pode ser decomposto como
¢(G) = ¢(GT)p(G~) em que G e G~ sdo representados na figural6]

Figura 16. G+. Figura 17. G~.

Devido a essa decomposi¢io, o espectro de G € a unido do espectro de G e G,
em particular, os autovalores positivos e negativos no suporte de a sdo, respectivamente,
todos os autovalores de a no suporte de G e todos os autovalores de a no suporte de G~

Agora, utilizamos nosso algoritmo para calcular d(a, o) em ambos os grafos:

1
a—1
1
T a+1

dg+(a,a) = ds(a,a) —

dg-(a,a) =ds(a, a)

Como dg+(a,a) — dg-(a,a) = —2/(a® — 1), os valores nunca sdo iguais em
valores finitos , dg+(a, @) < dg-(a, &) nos intervalos {(—oo0, —1), (1,00)} e dg+(a, o) >
dg-(a,a) em (—1,1). O que implica que existe um polo em o« = —1 e outro polo em
a=1.

Ao mesmo tempo, dg(a,«) possui um polo no intervalo (—1, 1), uma vez que
ds(a,a) = ¢(S)/p(S\a) e toda drvore, com exceg¢do de P, possui um autovalor nesse
intervalo.

Portanto, dg+(a, @) ou dg-(a,«) possuem uma raiz diferente de 0 no intervalo
(—1,1), o que bloqueia transferéncia de estado pela condig@o (b)

]

Teorema 6.2. Sejam a e b vértices de uma drvore conectados por um caminho subdividido
de tamanho m. Ndo existe transferéncia de estado entre a e b se m = 5.

Demonstracdo. Segue de [Coutinho et al. 2022]] que ¢(G) pode ser decomposto como
¢(G) = ¢(S)¢(Z) em que Z e S sdo os grafos da figura [6]
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Figura 18. G+. Figura 19. G~.

Os autovalores dos suportes positivos e negativos de a sdo, respectivamente, todos
os autovalores no suporte de a em Z e todos os autovalores no suporte de a em S. E
impostante notar que:

a
a2 —2

dz(a,a) = dg(a,a) —

Nesse caso, temos dois polos em Z em o = —v2e o = V2. Além disso, existe
um polo de dg(a, @) no intervalo [—1, 1]. Portanto, temos pelo menos dois autovalores no
suporte positivo de a que pertence ao intervalo (—v/2,v/2).

Como os dois autovalores pertencem ao suporte negativo, pela condi¢io (c) de[3.1]
eles precisam estar espacados de pelo menos 2v/A. Logo, eles devem ser —1 e 1. Mas
calculando dz(a,1) — dg(a, 1), descobrimos que dg(a,1) = —1. Como a derivada de
ds(a, 1) é maior que 1 [Spier 2022], temos dois autovalores a distdncia menor que 1.

]
A demonstracdo para m = 7 ocorre de forma similar a de m = 5 e € deixada
como exercicio ao leitor.

Teorema 6.3. Sejam a e b vértices de uma drvore conectados por um caminho subdividido
de tamanho m. Ndo existe transferéncia de estado entre a e b se m = 6.

Figura 20. G. Figura21. G~.

Demonstragdo. Utilizamos as seguintes desigualdades
dg+(a, a) = dg(a, o) = 1/ = (1/(a = 1))
dg-(a, @) = dg(a, ) = 1/(or = (1/(a + 1))

dg+(a,a) —dg-(a,0) = —2/(1 — 32% + z%)

de+(a, o) possui um polo em (1 — /5)/2 e dg-(a, a) possui um polo em (v/5 —
1)/2. Se dg(a, «) possuir um polo no intervalo (—1, 1) diferente dos polos acima, entdo
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temos um autovalor no suporte de a que impede transferéncia de estado. Por outro lado,
0 deve ser um autovalor de a ou no suporte positivo ou no negativo.

Se observarmos as diferengas entre dg+(a, @) e dg-(a, «), verificamos que, se
nenhum deles € igual a 0, entdo o outro deve ser ou 2 ou -2. Mas como as derivadas sao
maiores que 2 (soma de duas fun¢gdes com derivada maior que 1 no intervalo), entdao os
dois autovalores devem estar a distancia menor que 1.

]

7. Conclusao e Trabalhos Futuros

Por fim, concluimos que drvores subdivididas ndo admitem transferéncia perfeita de es-
tado. Além disso, apresentamos a demonstragdo de uma variedade de teoremas da teoria
da informacao quantica, explorando em detalhes o espectro de drvores e os teoremas de
transferéncia perfeita de estado.

Apesar de utilizarmos em vdrios momentos o fato de nosso grafo ser uma arvore,
os teoremas apresentados nesse projeto podem ser generalizados para grafos gerais, nesse
caso a pergunta seria se existe transferéncia perfeita de estado através de pontes subdivi-
dias, um resultado que generaliza [Coutinho et al. 2022]].

Outra abordagem para trabalhos futuros seria considerar, ao invés de um caminho
simples conectando os vértices a e b, considerar estruturas conectadas a cada vértice,
por exemplo, se ao longo do caminho fossem adicionados ramos de drvores de forma
simétrica, ou seja, o vértice ¢ possuindo a mesma arvore que o vértice m — .

Por fim, uma tentativa mais ousada seria demonstrar a conjectura de
[Coutinho and Liu 2015]], provando que ndo existe transferéncia perfeita de estado em
arvores diferentes de P, e Ps.
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