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Introducao

Este trabalho consiste no Projeto Orientado em Computagio (POC) necessario para a graduagao em Ciéncia
da Computagao da Universidade Federal de Minas Gerais (UFMG). Nosso objetivo principal serd entender
como aplicar ferramentas de dreas da matematica pura, como dlgebra nao-comutativa e teoria dos anéis, em
questoes de teoria dos grafos e de otimizacdo combinatéria, que sdo de grande interesse para a computacao
como um todo.

Noés comegamos com um grafo G, isto é, um conjunto V' de vértices e um conjunto £ C V' x V de arestas
que conectam os vértices. Grafos podem ser encontrados em diversas areas de pesquisa diferentes: eles sdo
utilizados para descrever moléculas e outras estruturas quimicas, para modelar sistemas fisicos de interacoes
entre particulas, para entender as relagoes entre usuarios de redes sociais, e diversas outras coisas mais.
Essas estruturas também sao de extrema importancia para a ciéncia da computacao: 10 dos 21 problemas
NP-completos originais descritos em Karp (1972) sdo explicitamente sobre grafos, e essa diversidade de
problemas interessantes e dificeis talvez seja um dos principais motivadores para o desenvolvimento da teoria
dos grafos ao longo do século XX, que atualmente é uma area extremamente rica e profunda.

Existem diversas formas de criar uma matriz que capture a estrutura combinatéria de G, e talvez a forma
mais natural seja por meio da matriz de adjacéncia, denotada por A(G). Se trata de uma matriz com linhas
e colunas indexadas pelos vértices de GG, tal que a entrada uv da matriz é igual a 1 se uv é aresta de G, e é
igual a 0 caso contrario. A partir disso, podemos nos perguntar: que tipo de informagdo combinatéria sobre
o grafo pode ser extraida a partir das propriedades algébricas de sua matriz de adjacéncia? Perguntas desse
tipo sdo caracteristicas das areas hoje conhecidas como teoria espectral e teoria algébrica dos grafos, e nossa
abordagem utilizara diversas técnicas destas areas.

O estudo de grafos regulares, isto é, grafos cujos vértices possuem um ntmero fixo k de vizinhos, levou a
descoberta de diversas conexdes e intersegoes com areas da algebra abstrata, e estas intersegoes serao o foco
principal deste trabalho. Certas familias de grafos regulares, como os distancia-regulares, possuem matrizes
de adjacéncia que podem ser escritas como soma de outras matrizes, e essas outras matrizes formam a base
de uma dlgebra. Uma algebra neste contexto é um subespaco vetorial do conjunto de todas as matrizes n x n
que ¢é fechado para produto de matrizes, onde n é o nimero de vértices do grafo, e de modo geral estaremos
interessados em responder a seguinte pergunta: que tipo de informacao combinatéria podemos extrair das
algebras associadas a grafos?

Para responder essas perguntas, optamos por dividir este trabalho em duas partes. A primeira sera
dedicada inteiramente a compreensao do conceito de semissimplicidade em algebras e anéis, e teremos como
principal objetivo entender os teoremas estruturais de Wedderburn, o conceito do Radical de Jacobson, e
como utilizar essas ferramentas para encontrar bloco-diagonalizacoes de certas algebras de matrizes com
entradas complexas. Utilizamos como referéncias principais os capitulos 4 e 5 de Cohn (2012), 13 e 17 de
Lang (2005), 1 e 4 de Lam (2013), 4 de Curtis and Reiner (1966), 1 de Farb and Dennis (2012), 4 de Passman
(2004), 1.2 e 1.3 de Vieira and Santos (2021), e também as notas de aula de Mendonga (2023) do curso de
Algebra nio-comutativa da UFMG.

A segunda parte serd dedicada a aplicacbes em problemas de combinatéria, mais especificamente em
teoria dos grafos, e também para problemas de otimizacao. O objetivo principal serd entender como obter
uma algebra semissimples a partir de uma matriz de adjacéncia de um grafo, e entender quais grafos geram
algebras com certas propriedades especiais. Utilizamos como referéncias principais o capitulo 2 de Chen and
Ponomarenko (2023), 1 e 2 de Bailey (2004), 12,13 e 16 de Godsil (2010), e 12 e 13 de Godsil (1993). Também
iremos discutir os resultados de de Carli Silva et al. (2019) — sobre desigualdades do tipo clique-coclique
e sobre o theta de Lovasz — e de Proenca et al. (2023) — relacionados ao corte-méximo e a cobertura por
cortes fracionaria. Ao longo dos proximos capitulos também discutiremos resultados de artigos cientificos e
de outros trabalhos, e estes serdao propriamente referenciados quando necessario.

Este trabalho tenta ser o mais autocontido possivel, e acreditamos que leitores com conhecimentos prévios
em algebra linear no nivel de uma graduagdo em matemadtica, e.g. como apresentado em Axler (2014), sejam
capazes de compreender o material na integra. Conhecimentos basicos em algebra abstrata, combinatoéria e
analise real também sdo bem-vindos, mas nao estritamente necessarios, e em caso de davidas as referéncias
bibliograficas contém diversos materiais sobre os assuntos que serdao discutidos.



1 Estruturas algébricas basicas

Neste capitulo, nosso objetivo principal é introduzir as estruturas algébricas bésicas necessarias para os
demais resultados apresentados ao longo do trabalho. O foco sera em anéis, médulos e algebras, mas também
iremos discutir brevemente conceitos de grupos e corpos.

1.1 Grupos

Defini¢ao 1.1.1. Dado um conjunto G munido de uma operagio binéria - : G x G — G, dizemos que (G, -)
é um grupo se para quaisquer a, b, c em G valem as seguintes condigoes:

(1) a-b-c=a-(b-¢c)=(a-b) ¢

(2) Existe elemento neutro e em G tal que a-e =e-a = q;

(3) Existe elemento a=! em G talque a-a ! =e=a"!a.
Ambos elemento neutro e o inverso sdo Unicos, e caso a operacao seja comutativa, dizemos que o grupo é
abeliano.

O item (1) nos diz que a operacao do grupo é associativa, (2) nos garante a existéncia de um elemento
neutro, e (3) nos mostra que todo elemento de um grupo é invertivel. Existem diversos exemplos importantes
de grupos: o grupo simétrico Sym(X) sobre um conjunto X consistindo de todas as bije¢des de em X com a
operagao de composicao de fungoes - e tal conjunto é denotado por Sym(n) ou S,, quando X é finito e com n
elementos; o grupo linear geral GL,(C) consistindo das matrizes invertiveis n x n com entradas nos nimero
complexos com a operagao de multiplicagdo de matrizes; o grupo diedral D,, das simetrias de um poligono
regular com n vértices, e muitos outros mais.

Dado um subconjunto H C G, dizemos que H é subgrupo se H também é um grupo com respeito a
mesma operacio de GG, e nesses caso podemos observar que H é subgrupo de G se, e somente se, H contém
xy~! para quaisquer z,y de H. No caso de grupos abelianos cuja operacéo representa algum tipo de adicéo,
iremos representd-la pelo simbolo +, e 0 seu elemento neutro serd denotado por 0. Dados grupos G, H,
podemos estudar os mapas entre eles que preservar sua estrutura de grupos, isto é, funcées da forma

p:G— H,
p(x-y) = () - p(y).

Essas fungoes recebem o nome de homomorfismos de grupos, e é imediato notar que ¢(eg) = ep, € que
o(z~1) = p(x)~!. Se um homomorfismo é injetivo ele é chamado de monomorfismo, se é sobrejetivo é dito
epimorfismo, e se é bijetivo é dito isomorfismo, e escreveremos G = H quando G e H forem grupos isomorfos.
Um homomorfismo de um grupo para si proprio é dito endomorfismo, e quando esse mapa ¢é bijetivo ele é
chamado de automorfismo, e nesse caso denotamos o conjunto de automorfismos de um grupo por Aut(G),
que também é um grupo com a operagao de composicao de fungoes. Dado um homomorfismo ¢ entre grupos
G e H, definimos o seu niicleo e sua imagem como os conjuntos

ker(¢) :={z € Glp(z) =ex} C G,

Im(p) := {p(z)lx € G} C H,
respectivamente. A partir destas definigoes, podemos observar que um homomorfismo é injetivo se, e somente
se, 0 seu nucleo contém somente o elemento neutro, e nesse caso diremos que o nucleo é trivial. A terminologia
que apresentamos para fungoes entre grupos também serd utilizada para fung¢oes entre os demais objetos

algébricos discutidos nas préximas sec¢oes, com as devidas alteragoes que ficardo claras pelo contexto.
A construcgao a seguir também serd extremamente importante.

Definicao 1.1.2. Sejam G, H grupos, entao definimos seu produto direto externo como sendo o conjunto

G x H :={(z,y)|lr € G,y € H},



com operacao dada por
(1,91)(22,y2) = (2122, Y1Y2).

Tal conjunto é um grupo com elemento neutro dado por (eg, ex).

Podemos generalizar a nocao de produto direto para uma quantidade arbitraria de grupos, isto ¢, se
{Gi}iez é uma familia arbitraria de grupos indexada por algum conjunto Z, definimos seu produto direto
externo

[1Gi = {(@i)iez|zi € Gi},
i€T

com operacao dada por
(z:)iez(Yi)ier = (TiYi)ieT,

para quaisquer sequéncias (2;)iez, (¥i)iez de [[;ez Gi- O produto direto é um grupo onde o elemento neutro é
apenas a sequéncia com cada elemento neutro dos respectivos G;. Ele também ¢é naturalmente acompanhado
por uma familia de homomorfismos de grupos: para cada indice ¢ de Z, podemos definir o epimorfismo
projecdo que mapeia uma sequéncia qualquer do produto em seu i-ésimo elemento, e 0 monomorfismo nclusdo,
que mapeia um elemento z de GG; na sequéncia formada pelos elementos neutros na posicoes diferentes de ¢ e
por x na i-ésima posicgao.

No caso de grupos abelianos, definimos também a nocao de soma direta externa. Se {G;}iez é uma
familia de grupos abelianos, entdo denotamos por

@Gig HGi

i€l i€l

como o subconjunto do produto direto formado por todas as sequéncias quase-nulas, isto é, sequéncias (a;);ez
que possuem apenas uma quantidade finita de elementos diferentes do elemento neutro do respectivo grupo.
Neste caso, esse conjunto forma um grupo com as mesmas operagoes e elemento neutro do produto direto
externo, e vale notar que se Z ¢ finito, entdo o produto direto e a soma direta sdo iguais.

1.2 Anéis e Corpos

Neste trabalho nédo estaremos interessados em grupos de modo geral, mas sim em grupos com estrutura
adicional que nos permite inferir mais informagoes sobre o conjunto em questdo. O primeiro destes objetos
sdo os anéis, que nada mais sdo que conjuntos onde se pode somar e multiplicar elementos de maneira
associativa. Anéis também sdo chamados de sistemas numéricos, e historicamente a motivacdo por tras
do seu estudo vem justamente do uso de sistemas numéricos alternativos aos inteiros — como os inteiros
gaussianos — para demonstrar resultados em teoria dos nimeros. Formalmente, temos a seguinte definicao.

Definig¢ao 1.2.1. Seja (R, +) um grupo abeliano. Dizemos que R é um anel se ele é munido de uma operacao
-1 R x R+~ R tal que para quaisquer elementos a, b, c de R:

() a-b-c=a-(b-c)=(a-b) ¢

(2) a-(b+c)=a-b+a-c

(3) (a+b)-c=a-c+b-c

(4) Existe elemento 1 em Rtal quea-1=1-a=a.

Assim como no caso de grupos, é imediato verificar que o elemento unitario do anel é inico. Iremos denotar
a - b por ab quando for conveniente, e se a operagao - é comutativa, R é dito comutativo.



O item (1) nos diz que a operacao de produto do anel é associativa, (2) e (3) nos dizem que a operagao
de produto é distributiva com respeito a operacao de soma, e (4) nos garante a existéncia de um elemento
unitrio!. O conjunto Z dos niimeros inteiros é um exemplo classico de um anel comutativo. O conjunto
M, (R) das matrizes n X n com entradas em um dado anel R também é um exemplo importante de um anel,
e note que mesmo se R é comutativo o anel M, (R) nao é se n > 2. Esse anel também é chamado de dlgebra
completa de matrizes n X n com entradas em R, por motivos que ficardo claros nas préximas segoes.

Dados elementos a, b de R nao-nulos tais que ab = 1, dizemos que a é invertivel a direita, e analogamente
que b é invertivel d esquerda. Se um elemento é invertivel tanto a esquerda quanto a direita, entdo os inversos
sdo iguais, e dai dizemos que ele é invertivel. O conjunto dos elementos invertiveis de um anel R é denotado
por R* ou por U(R), e é usualmente chamado de grupo unitdrio do anel, pois de fato se trata de um grupo
com operacgao de multiplicacdo e elemento neutro dado por 1. Se todo elemento ndo-nulo de um anel é
invertivel, isto é, se R* = R\ {0}, dizemos que R é anel de divisio, e se ele também é comutativo ele é
chamado de corpo.

Exemplo 1.2.2. Denote por Z, o conjunto das classes de equivaléncia dos inteiros médulo n. Sabe-se que um
elemento x € Z, possui inverso se, e somente se, x for coprimo com n, ou seja, Z := {x € Z,|ged(x,n) =1}
é o grupo unitario de Z,, também chamado de grupo multiplicativo do anel. Vale notar que a cardinalidade
de Z} ¢é dada por ¢(n), onde ¢ é a fungao totiente de Euler. Se p é primo, entao todo elemento nao nulo
serd invertivel, e portanto Z, é corpo.

Dado um anel R qualquer e um subgrupo abeliano S de R, dizemos que ele é subanel se S também é
um anel com as mesmas operagoes de R e contém a unidade 1 de R. Um subgrupo abeliano L é um ideal
a esquerda de R se ele é fechado para multiplicagdo a esquerda por elementos de R, isto é, o produto ra
pertence a L para quaisquer elementos r de R e a de L. Uma defini¢do andloga vale para ideais a direita, e se
um ideal é simultaneamente a esquerda e a direita, ele é dito bilateral (ou simplesmente ideal), e naturalmente
se R é comutativo, todo ideal é bilateral. Disso é imediato que se L é um ideal a esquerda que contém a
unidade 1, entao R = L, ou seja, qualquer ideal préprio nao-trivial de R necessariamente nao-contém a
unidade, e portanto ndo é um subanel. Um anel R é dito simples se seus tinicos ideais bilaterais sdao R e {0}.
Um ideal & esquerda préprio L é dito maximal se, dado qualquer outro ideal a esquerda J com L C J, vale
que J = L ou J = R, e um ideal a esquerda L é dito minimal se o nico ideal & esquerda proprio de L é o
ideal trivial {0}. Defini¢des andlogas se aplicam para ideais a direita e para ideais bilaterais.

Um homomorfismo ¢ entre dois anéis R, S é um homomorfismo de grupos entre (R,+) e (S,+) que
também é compativel com as operagoes de multiplicagdo dos anéis, isto é,

p(a-b) =¢(a) - o(b),
¢(1r) = 1g,
para quaisquer elementos a,b de R. Iremos denotar o conjunto de homomorfismos entre os anéis R e S por
Hom(R, S), e se R =S, denotaremos este mesmo conjunto por End(R), que no caso também é um anel com
operacao de composi¢ao de fungoes e adicdo, com unidade dada pela fungao identidade.

Uma construcao extremamente comum no estudo de algebra abstrata sao os chamados quocientes. No
caso de anéis, dado um ideal I de um anel R, criamos um novo anel denotado por

R/I:={a+Ila € R}

chamado de anel quociente. Os elementos a + I := {a + b|b € I} sdo chamados de classes laterais, e também
podem ser denotados por @. As operacoes de adigdo e multiplicacio sdo definidas da seguinte forma:

(a+I)+(b+1):=(a+b)+ I
(a+1)b+1I):=ab+ 1.

!Para este trabalho, um anel quer dizer um anel associativo com unidade. Em geral é possivel se discutir anéis ndo unitérios,
mas nao estaremos interessados nestes casos.



O elemento neutro aditivo de R/I é dado por 04 I = I — que também sera denotado por 0 quando o contexto
for claro —, e o elemento unitério é dado por 1+ I. Deixamos ao leitor verificar que R/I é anel se, e somente
se, I for um ideal bilateral de R, ou seja, ndo podemos tomar quocientes sobre quaisquer ideais de um dado
anel.

Podemos também considerar o conjunto de todos os elementos que comutam com os demais em R,
usualmente chamado de centro do anel, e denotado por

Z(R) ={a€ R|Vbe R:ab="ba} C R,

que naturalmente forma um subanel de R. Nesse caso, também podemos definir o comutador entre dois
elementos de R como
[a,b] :== ab — ba,

e dessa forma podemos descrever o centro do anel como
Z(R)={a € R|VbE R: [a,b] = 0}.

Se S C R é um subconjunto qualquer de um anel R, definimos o centralizador — também chamado de
comutante — de S como o conjunto dos elementos de R que comutam com todos os elementos de .5, isto é,

Cr(S):={a€ R¥be S:[a,b =0} CR,

e note que Cr(S) é um subanel de R.
Existem dois resultados extremamente importantes relativos a quocientes de anéis, e versoes analogas de
tais resultados também irdo valer para os médulos que serdo discutidos na proxima segao.

Teorema 1.2.3 (Primeiro Teorema do Isomorfismo para Anéis). Sejam R, S anéis, e seja ¢ € Hom(R, S)
um homomorfismo entre eles. Entao ker(y) é ideal bilateral de R, Im(y) é subanel de S, e

R/ ker(p) = Im(¢p).

Demonstragao. Nos deixamos ao leitor provar que ker(p) é ideal bilateral de R, e que Im(¢p) é subanel de S.
Defina a seguinte funcao:

?: R/ ker(p) = Im(p),
P(r +ker(p)) = ¢(r),

e note que P é homomorfismo de anéis.

Seja r elemento de R e assuma que p(r + ker(p)) = 0, logo por defini¢do ¢(r) = 0, portanto r é um
elemento de niucleo ker(¢) de ¢, que por sua vez é o elemento neutro de R/ker(y), logo ker(¥) = {0},
implicando que @ é injetiva. Dado elemento ¢(r) qualquer da imagem Im(p), onde r pertence a R, note que
r + ker(y) pertence a R/ ker(y), e que B(r + ker(y)) = ¢(r), logo @ é sobrejetiva. Dessas observagoes segue
que @ é isomorfismo de anéis, o que nos permite concluir que R/ ker(p) é de fato isomorfo a Im(yp). |

O teorema anterior essencialmente nos diz que para qualquer homomorfismo ¢ entre anéis R, S, sempre
existe um homomorfismo @ tal que o diagrama

R—F"

A

R/ ker(p) S N Im(p)

comuta, isto é, tal que ¢ = topom, onde w(a) = a+ker(yp), t(b) = b denotam a projegéo e inclusdo canonicas,
respectivamente. Também ¢ importante notar que se ¢ é injetiva, o teorema anterior implica que R é isomorfo
a Im(p), e nesse caso dizemos que R este isomorficamente imerso em S, pois podemos identificar R como
um subanel de S.

Agora mostramos que podemos identificar os ideais a esquerda de R com os ideais & esquerda do seu anel
quociente com respeito a algum ideal.



Teorema 1.2.4 (Teorema da Correspondéncia para Anéis). Seja R um anel, e I um ideal bilateral de R.
Entao existe uma bijegao entre os ideais & esquerda de R que contém I e os ideais & esquerda de R/I.

Demonstragdo. Considere os conjuntos
Lr:={L C R|L é ideal a esquerda de R,I C L},
Lr/r:=1{J C R/I|J éideal a esquerda de R/I},
e defina as fungoes
J:Lr— Lpr g:Lpir— Lr,
f(L) ={r(z)|z € L} 9(J) ={z € Rlr(z) € J},

onde 7 é a projecao candnica que leva x em x 4+ I. Iremos mostrar que f e g sdo fungdes inversas, e dai
concluir a afirmativa do teorema. Primeiro devemos mostrar que as fungoes estao bem definidas, e para isso
considere L um ideal & esquerda de R em Lg, e tome elementos x + I,y + I na imagem f(L) de L por f, logo

(z+1)—(y+I)=(z—y)+I=n(x—y) € f(L),
(r+1)(x+1)=(re)+1=mn(rx) € f(L),

e daf segue que f(L) pertence a Lp/;. Similarmente, note que se z é elemento de I entao 7(x) = I =0 no
quociente, e disso segue que g(J) pertence a Lg, portanto as fungoes estao bem-definidas. Agora note que se
L é elemento de Lg, entdo

9(f(L) = g({m(z)|lx € L}) = L,
e analogamente temos que f(g(J)) = J para qualquer J em Lp /1, portanto f, g sdo inversas uma da outra,

e dai segue que f é uma bije¢do. Isso implica que os ideais a esquerda de R que contém I correspondem
unicamente aos ideais a esquerda de R/I. ]

Note que na demonstragao anterior, a fungdo f corresponde precisamente com a fungdo projecao aplicada
no ideal L, e a funcdo g corresponde & pré-imagem de 7 com respeito & algum ideal J do quociente. E
importante observar que a correspondéncia em questao pode ser estendida para ideais maximais, isto é,
cada ideal maximal & esquerda de R que contém I corresponde a algum ideal maximal & esquerda de R/I.
Em particular, se R, S sdo anéis isomorfos, entdo o teorema anterior nos diz que os ideais a esquerda de R
correspondem aos ideais a esquerda de S. No caso de ideais bilaterais, obtemos todo ideal bilateral de R/I é
da forma J/I para algum J ideal bilateral em R que contém I, e reciprocamente J/I é ideal bilateral de
R/I para qualquer J ideal bilateral de R que contém 1.

Existem algumas operagoes naturais que podem ser feitas com anéis e seus ideias. Dados ideais & esquerda
L,J de R, podemos definir sua soma

L+J:={a+blacLbe J} CR,

e note que a soma também é um ideal & esquerda, e se {L;};c7 é uma familia de ideais & esquerda indexada
por um conjunto Z, denotamos por ) ;.7 L; o conjunto das somas finitas de elementos dos respectivos L;.
Também podemos definir o produto de ideais como

LJ = {Zalbﬁaz eL,b e J} C J,
i
onde todas as somas em questdo sdo finitas, e nesse caso LJ é um ideal a esquerda de R. Portanto, para
qualquer n natural, podemos definir o ideal a esquerda L™ como o produto de L consigo mesmo n vezes, ou

seja, o conjunto de todas as possiveis somas finitas de produtos de n elementos de L. O diagrama a seguir
ilustra as relagoes entre as diferentes operagoes que podemos fazer com ideais:

25
IN, I

LnJ LJ J"



onde cada seta direcionada indica inclusdo de conjuntos.
Também ¢é possivel estender a nocao de produtos diretos de grupos para anéis.

Definigao 1.2.5. Se {R;}icz é uma familia arbitraria de anéis indexada por um conjunto Z, entdo definimos
o produto direto externo como

I Ri == {(ai)iezlai € Ri},
1€l

com operagoes dadas por

(a3)iez + (bi)iez = (@i + bs)ier,
(ai)iez(bi)ier = (@ibi)iet,

para quaisquer sequéncias (a;)icz, (bi)iez de [[;ez M;. O elemento neutro aditivo do produto direto é dado
por (0;)iez, € 0 seu elemento unitario é dado por (1;);ez.

Vale notar que as projecoes candnicas que levam uma dada sequéncia do produto direto em seu i-ésimo
elemento sdo epimorfismos de anéis, no entanto, as inclusées canénicas definidas para grupos néo sdo. Isso
segue do fato de que, por definicdo, um homomorfismo de anéis deve mapear a unidade do dominio na unidade
do codominio, e isso nao é o caso para inclusoes, pois elas levam a unidade 1; de um anel R; na sequéncia
com 1; na i-ésima posigao e 0; nas demais, e essa nao ¢ a unidade do produto direto. Por esse motivo que
neste trabalhos nao falamos de somas diretas de anéis, mesmo que em alguns contextos —particularmente
quando esta se tratando de anéis que nao possuem unidade — tais objetos facam sentido.

Dado um anel (R, +,-), definimos o seu anel oposto (R°P,+,*) como o anel com a mesma operacao de
adicdo de R, mas onde para quaisquer elementos a,b em R, o produto é dado por

axb:=b-a,

isto é, a multiplicagdo no anel oposto ocorre naturalmente no sentido oposto. A partir dessa definicao,
podemos demonstrar alguns fatos basicos sobre o anel oposto.

Proposicao 1.2.6. Se R é um anel e R°P é seu anel oposto, entao:
(1) (R°P)°P e R sao anéis isomorfos;
(2) Se R é anel de divisao, entao R°P também é;

(3) Se {R;}ier ¢ uma familia de anéis, entdo ([[;cz Ri)P e [Liez R;® sdo anéis isomorfos;
(4)

4) Dado n natural, vale que M, (R)°® e M, (R°P) sdo anéis isomorfos.

Demonstragio.

(1) Basta notar que se #; e x9 sdo as multiplica¢oes em R°P e (R°P)°P, respectivamente, entao
a*x9b=">bx*1 a=ab,
logo a fungéao identidade entre R e (R°P)°P serd um isomorfismo de anéis.

(2) Se R é anel de divisao, sabemos que qualquer elemento a nao-nulo é invertivel, entdo existe b tal que
ab=1=ba, logo bxa=1=axb, e portanto a também ¢é invertivel em R°P.

(3) Assim como em (1), a funcao identidade serd um isomorfismo de anéis. De fato, como o produto entre
dois elementos de [[;,c7 R; ¢ dado pela sequéncia dos produtos termo a termo de cada componente,
teremos que o produto em seu anel oposto serd dado pela sequéncia dos produtos termo a termo no anel
oposto de cada componente.



(4) Considere o a aplicacao de transposicao

@+ My(R)P — M, (RP),
o(A) = AT,

A funcéo é claramente um isomorfismo de grupos abelianos, e também podemos notar que se A, B sdo
elementos de M, (R)°P, entao

p(Ax B) = p(BA) = (BA)" = ATB" = p(A)p(B),

0 que implica que os anéis sdo de fato isomorfos.

1.3 Modbdulos e Espacgos Vetoriais

Vimos que anéis generalizam a nocao de corpos, e de maneira semelhante agora estaremos interessados em
estudar objetos que generalizam a nocao de um espaco vetorial sobre um corpo.

Definicao 1.3.1. Seja (M, +) um grupo abeliano e R um anel. Dizemos que M é um R-médulo & esquerda
se existe operacao - : R x M + M tal que para quaisquer elementos m1, mg de M, e para quaisquer elementos
a, 8 de R, vale que:

) a-(mip+mg2) =a-mg+a-mg;

2) (a+pB) -mi=a-m+F-m;

(1

(2)

(3) af-my=a-(8-m);
(4) 1

4 =mja.

Nesse caso, vale que Om =0 = a0 e (—1)m = —m. Um R-médulo a direita é definido de forma anéloga, e
um R-médulo a esquerda e a direita é dito bilateral.

Os itens (1) e (2) nos dizem que - é compativel com as operagoes de soma do grupo abeliano M e do anel
R, (3) nos diz que a operagao é associativa com respeito ao produto do anel, e (4) simplesmente nos diz que
a unidade de R também atua como unidade em M. O espaco euclidiano usual R™ é um R-mddulo bilateral,
e também é um modulo a esquerda com respeito ao anel de matrizes M, (R). De modo geral, qualquer
modulo sobre um anel comutativo é bilateral. Se G é um grupo abeliano qualquer, podemos tratéa-lo como
um Z-modulo definindo a multiplicacdo de um elemento do grupo por um inteiro n simplesmente como a
soma deste elemento com sigo mesmo n vezes, e caso n seja negativo, somamos o inverso aditivo do elemento.
Qualquer anel R é um médulo bilateral sobre si mesmo, isto é, R é sempre um R-moddulo bilateral.

Dado um subgrupo abeliano N de um R-médulo M, dizemos que ele é um submaodulo se N também
é um R-médulo com as mesmas operacoes de M. Um moédulo M é dito simples — ou minimal — se seus
tnicos submédulos sdo M e {0}. Um submddulo préprio N de M é dito mazimal se, dado qualquer outro
submédulo N’ tal que N C N’, entdao N’ = M ou N' = N.

Exemplo 1.3.2 (Simplicidade de M,,(D)). Seja n um ntimero natural e D um anel de divisdo, e considere o
anel M,, (D). Note que se I é ideal bilateral, entdo podemos tomar uma matriz ndo nula A de I e multiplica-la
pela esquerda e pela direita por matrizes apropriadas da forma FE,,, isto é, com entrada zy igual a 1 e
as demais iguais a zero, de modo a obter uma matriz com somente um elemento nao-nulo. Dai podemos
permutar as entradas desta nova matriz de modo a obter uma matriz diagonal com somente um elemento
nao-nulo, e como o anel é de divisdo podemos obter uma matriz diagonal com somente uma entrada nao-nula
e igual a 1. Como todas as operagoes foram apenas multiplicagoes por matrizes em M, (D), mostramos que [
contém todas as matrizes diagonais da forma FE,,, e portanto contém sua soma, isto é, contém a identidade
de M, (D). Isso nos mostra que qualquer ideal préprio de M, (D) é trivial, ou seja, o anel em questao é
simples.



A partir das definigdes dadas, segue que os R-submédulos de R sdo precisamente seus ideais a esquerda.
Assim sendo, todo ideal minimal & esquerda de R é um R-subméddulo simples de R, e reciprocamente qualquer
R-submoédulo simples de R é um ideal minimal a esquerda. Mdédulos simples sao objetos de alto interesse
para o estudo de &lgebra nao-comutativa, pois em muitos casos podemos escrever um moédulo como uma
composicao de seus submodulos simples, mais precisamente, como uma soma direta, e ao longo dos préximos
capitulos estaremos interessados em determinar quando tal decomposicao é possivel.

Agora iremos considerar fungoes ¢ entre R-mddulos M, N que preservam a sua estrutura, isto é, homo-
morfismos de grupos aditivos onde

p(am) = ap(m),

para quaisquer elementos o de R e m de M. Essas fungoes sdo chamadas de R-homomorfismos a esquerda, e
o conjunto de todas as fungdes deste tipo serd denotado por Homp (M, N). Note que tal conjunto sempre é
um grupo abeliano com adi¢ao de fungdes e elemento neutro aditivo dado pela fun¢do identicamente nula,
mas é um R-médulo somente quando R é comutativo, e o conjunto Endg(M) = Hompg(M, M) é um anel
com as operagoes de adi¢do e composicao de fungoes.

Dado um R-médulo M e um R-submédulo N, podemos também considerar o médulo quociente M /N, e
deixamos ao leitor conferir que este novo conjunto é de fato um R-médulo, e nesse caso também podemos
observar que a projecdo canoénica que leva um elemento m em sua classe lateral no quociente serd um
epimorfismo de moédulos. Se R é um anel e L é um ideal & esquerda, podemos entao considerar o R-moédulo
quociente R/L, pois L também é R-submddulo de R, mas vale lembrar que tal médulo serd um anel se, e
somente se, L for bilateral. Como ideais nao sdo subanéis, iremos compara-los por meio homomorfismos de
modulos, isto é, dois ideais de um anel sao isomorfos se existe algum isomorfismo de médulos entre eles. Se
M, N sao isomorfos como R-médulos a esquerda, iremos indicar isto pela notagdo M =g N. Disso, seguem
versoes analogas dos Teoremas 1.2.3 e 1.2.4 para R-mddulos.

Teorema 1.3.3 (Primeiro Teorema do Isomorfismo para Mddulos). Sejam M, N médulos sobre um anel R, e
seja ¢ em Homp(M, N) um homomorfismo entre eles. Entao ker(¢) é submoédulo de M, Im(y) é submddulo
de N, e

M/ ker(p) =g Im(p).

|
Teorema 1.3.4 (Teorema da Correspondéncia para Mddulos). Seja M um mddulo sobre um anel R e N um
submédulo de M. Entao existe uma bijecdo entre os R-submoédulos de M que contém N e os R-submoédulos

a esquerda de M/N. Em particular, cada R-submédulo de M/N é da forma N'/N, para algum submédulo
N’ de M que contém N, e N'/N é submédulo de M/N para qualquer submédulo N de M. [ |

E importante ressaltar que a correspondéncia anterior também vale para submédulos maximais de M: se
N’ é submdédulo maximal de M que contém N, entdao N'/N é submddulo maximal de M /N, e vice-versa.
Também é possivel mostrar que se M, N sdo modulos isomorfos, entdo tal isomorfismo induz um isomorfismo
de anéis entre Endr(M) e Endg(N).

Proposigao 1.3.5. Se M e N sdo R-mdédulos isomorfos, entdo os anéis Endr(M) e Endgr (V) sdo isomorfos.
Demonstragdo. Seja ¢ um R-isomorfismo entre M e N, e defina:
¥ : Endr(M) — Endgr(N),
U(f)=pofop™h

Note que ¥ (idys) = idy — onde id é a fungdo identidade no respectivo médulo —, ¥(f + g) = ¥(f) +¥(g), e
que

U(fog)=pofogop !

=(pofop Npogop™)
= (f) o ¥(9),
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logo 1 é homomorfismo de anéis. Se ¥(f) = 0, isso implica que para qualquer elemento n de N

(pofop)(n)=0,

mas sendo ¢ bijecdo, temos que para qualquer elemento m de M

(po f)(m) =0,

e novamente usando o fato de ¢ ser bijecdo, obtemos que f é identicamente nula, logo 1 é injetiva. Se g
¢ um elemento de Endz(N), podemos definir a fungdo § = ¢! 0 g o ¢ e notar que ela é claramente um
R-endomorfismo de M, e que 1(g) = g. As duas observagoes anteriores nos garantem que 1) é de fato
isomorfismo de anéis, como queriamos. [ |

Dado um subconjunto .S de um R-moédulo M, definimos o submdédulo gerado por S como o conjunto das
somas finitas da forma
<S>R = {Z aijmij|aij € Rvmij € S} C Ma
J

e note que se S é subconjunto de R, entao (S)g é o ideal a esquerda gerado por S em R. Se S gera M, ele
é dito conjunto gerador, e caso seja finito dizemos que M é finitamente gerado. Se S possui somente um
elemento m, M é dito ciclico, e é usualmente denotado por M = Rm.

Dado um R-médulo M e R-submédulos N1, No, podemos definir a sua soma

N1+ Np = {m+m’|m6 Nl,m’ S NQ} C M,

que também é um R-submédulo, e caso {M;};c1 seja uma familia de submédulos de M indexada por um
conjunto Z, podemos considerar a sua soma » ;-7 M; como o conjunto de todas as somas finitas de elementos
de M;, que também serd um R-submoédulo. Se L é ideal a esquerda de R, podemos definir o submodulo

LM :={> a;mila; € L,m; € M} C M,
7

onde as somas em questdo sao finitas. Novamente, podemos ilustrar a relagdo entre esses conjuntos por meio
de um diagrama:

onde as setas indicam inclusdo de conjuntos.
Também é possivel estender a nogao de produtos diretos de grupos para produtos de R-modulos.

Definigao 1.3.6. Se {M;};c7 é uma familia de R-mddulos indexada por um conjunto Z, entdo definimos o
produto direto externo

11 Mi := {(mi)iezlmi € M;},
ieT

com operagoes dadas por

(mi)ier + (Ni)iez = (Mi + n4)iez,

a(m;)iez = (am;)iez,

para quaisquer sequéncias (m;)iez, (n:)iez de [I;ez M; e qualquer o de R. Tal conjunto é um R-mddulo, e
nesse caso note que as projecoes e inclusoes candnicas serdao de fato homomorfismos de R-médulos.
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No caso de moédulos, podemos definir a sua soma direta externa de maneira similar a como fizemos
para grupos abelianos: basta considerar o subconjunto do produto direto externo formado pelas sequéncias
quase-nulas com as mesmas operagoes do produto direto. Esse conjunto serd um R-moédulo, e é denotado
por @;cr M;. Se n é ntimero natural e M é R-médulo, denotamos por M (™) a soma direta externa de M
Cconsigo mesmo n vezes.

E possivel encontrar um critério extremamente 1til para identificar somas de submédulos com somas
diretas externas.

Proposicao 1.3.7. Se M é um R-médulo e {M;};c7 é uma familia de submdédulos, as seguintes sao
equivalentes:

(1) M =3%"ex Mi e M0 (3,; M;) = {0} para qualquer j em Z;

(2) Todo elemento m de M pode ser escrito unicamente como soma finita 3 ;m;;, onde cada m;; é elemento
do respectivo M;_;

(3) M =g @jcz M.

Demonstracao.

(1) = (2) Seja m elemento de M, e caso ele possa ser escrito de duas formas como soma finita de elementos
dos ideais em questdo, podemos assumir que

_ A /
m=Ymy =Y,
J J

pois basta tomar m/; =0 ou m;; = 0 se necessdrio para fazer com que o conjunto de indices seja igual. Dali,

/

J
l-j) = 0, segue que:

1#j I#5

caso > (mi; —m

logo por hipétese vale que m;, = m!. , e se repetirmos o mesmo argumento para todos os indices 7; concluimos
J 15 J
que a expressao para m é de fato tnica.

(2) = (3) Caso cada elemento de M possa ser escrito unicamente como uma soma finita de elementos nos
submédulos da familia em questao, basta considerar o mapa que leva um elemento m =}, m;; na sequéncia
com entradas m;; nos respectivos indices, e zero nos demais. E imediato verificar que tal mapa ¢ de fato um
isomorfismo de R-mdédulos, e portanto segue o resultado.

(3) = (1) Basta notar que se m é um elemento de M e é identificado com a sequéncia quase-nula (m;);ez pelo
isomorfismo de médulos, o elemento ) ;.7 m; que € finito também ¢é identificado com essa mesma sequéncia,
portanto M = > ;.7 M;. Além disso, se existe um elemento m; de M; tal que

mj = m; € M;N (> M),
i#] i#]
entdo m; ¢ identificado pelo isomorfismo com a sequéncia com apenas uma entrada nao-nula igual a m;, e a

sequéncia identificada com -, ; m; possui entrada relativa a j igual a zero, mas por hipotese ambas devem
ser iguais, logo m; = 0, como querfamos. |

Este resultado nos mostra que caso cada elemento de M seja unicamente escrito como soma finita de
elementos da familia de submddulos, podemos naturalmente identificar M como uma soma direta externa de
R-médulos. Nesse caso, escrevemos?

M =& M;,

i€T

2Iremos abusar da notacéo utilizar o mesmo simbolo para denotar somas diretas internas e externas de médulos, e quando for
necessario iremos deixar explicito sobre qual soma estamos nos referindo.
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e tal decomposicdo é chamada de soma direta interna, ou somente soma direta. No caso de médulos, a
soma direta externa e interna sdo isomorfas, portanto podemos identificar elementos de uma soma direta de
submoddulos tanto como sequéncias quase-nulas quanto como somas finitas. Podemos também observar que se
L ¢ um ideal a esquerda de R e M = @,z M;, entdo LM = @,y LM;, pois certamente LM =, 7 LM;,
e cada LM; C M;, logo LM; N (3;.; LM;) = {0}.

Se R é um anel, entao seus ideias a esquerda sdo precisamente seus submodulos, logo se R pode ser
escrito como soma de submodulos

R=> L

€T
onde cada L; é ideal a esquerda, e se vale que qualquer elemento em R pode ser escrito unicamente como
soma finita de elementos em alguns dos ideais & esquerda L;, podemos escrever

R=PL
1€
como soma direta de submddulos, e essa soma pode ser naturalmente identificada com a soma direta externa
dos R-médulos L.
O seguinte resultado relaciona homomorfismos entre médulos expressos como somas e produtos diretos, e
serd de grande interesse para demonstracoes futuras.

Proposicao 1.3.8. Seja R anel, {M,};c7 uma familia de R-médulos indexada pelo conjunto Z, e N um
R-moédulo. Entao valem os seguintes isomorfismos de grupos abelianos:

Homp (€D M;, N) = [[ Homp(M;, N);

€L 1€
Hompg (N, [[ M;) = [ [ Homg(N, M;).
€T 1€

Em particular

EndR(@Mi) = H HOIIlR(MZ',Mj)
1€T 1,J€T

é um isomorfismo de grupos abelianos, e caso Hompg(M;, M;) = {0} se ¢ # j, obtemos que
EndR(@ Mi) = H EndR(Mi)
icZ i€l
é um isomorfismo de anéis, onde o lado direito é um produto direto de anéis.

Demonstragio. Para vermos o primeiro isomorfismo, seja f um R-homomorfismo entre @;c.7 M; e N, e
considere o seguinte mapa

¢ : Homp(E) M;, N) s [ [ Homp(M;, N),
i€ 1€l

o(f) = (f oti)iez,

onde ¢; denota a inclusdo candnica que mapeia um elemento m; de M, para a sequéncia com apenas a
i-ésima entrada nao-nula igual a m; — note que f o¢; pode ser visto como a restricdo de f em M;, ou seja, ¢
simplesmente manda f na sequéncia de suas restricbes nas respectivas componentes da soma direta. Dessa
definicdo, segue que ¢ é homomorfismo de grupos abelianos, e portanto resta checar que ele é bijetivo. Se
o(f) = 0, significa que para qualquer ¢ em Z, e para qualquer m; em M;, vale que

(f o LZ)(TTLZ) = 0

Por outro lado, se (m;)icz é elemento de @;c7 M;, podemos escrevé-lo como

(mi)iez = Y _ ti(mi),

€T
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onde a soma do lado direito é finita pois a sequéncia é quase-nula, portanto

F((midier) = FOQ_ ilmy))

1€

= (fou)(m) =0,

i€l

logo f ¢ identicamente nula, e entao ¢ é injetiva. Agora se (f;)icz € elemento de [[;cz Hompg(M;, N), podemos
definir um R-homomorfismo f tal que

mz 161' Zfl mz N,

€T

para qualquer sequéncia (m;)icz em @;c7 M;, e como cada sequéncia é quase-nula a soma do lado direito
da equagdo é finita. Disso, podemos observar que (f o ¢;)(m;) = fi(mi), logo ¢(f) = (fi)iez, e entdo ¢ é
sobrejetiva.

Para vermos o segundo isomorfismo, seja f € Hompg(N, [[;cr M;), e defina

(2 HOHIR(N, H Mz) = H HOIDR(N, Mz)a
€T 1€

Y(f) = (mio fiez,

onde 7; denota a projecao candnica do produto direto em seu i-ésimo componente — note entao que @ nada
mais é que o mapa que manda f na sequéncia das suas projecoes nos respectivos componentes do produto
direto. Novamente, a definicdo deixa claro que ¥ é um homomorfismo de grupos abelianos, logo devemos
checar se é uma bijecao. Se ¥(f) = 0, significa que para todo i € Z e para todo n € N, vale que

(mi o f)(n) =

mas por outro lado, podemos escrever

f(n) = ((mi o f)(n))iez,

logo f é identicamente nula, e entao 1 ¢ injetiva. Agora se (f;)icz ¢ elemento de [];cz Homp (NN, M;), defina
o R-homomorfismo f dado por

f(n) = (fi(n))iez € [ Ms,

i€l

e entdo segue que m; o f = f;, logo

Y(f) = ((mi o f))iez = (fi)iez,

0 que nos permite concluir que 1) é sobrejetiva.
O terceiro isomorfismo enunciado pode ser obtido notando que, a partir das consideracoes anteriores,
temos v
©
Homp(EP M;, @B M;) = [ [ Homp(M;, @ M;) = [[ Hompg(M;, M;),
i€Z i€l i€l i€z i,j€T

onde os elementos de []; ;cz Homp(M;, M;) sao da forma

1,J€
(mj o fou)ijer = ((mj o fov)ier)jers

pois a composicao de isomorfismos de grupos aditivos compativeis é um isomorfismo, logo p = w 10}
isomorfismo desejado entre Endr(@;cz M;) e [1; jez Homp(M;, M;). Agora note que se Hompg(M;, M;) =
quando i # j, entdo vale que

{0}

(mj 0 foti)ijer = (mio foui)ier,
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pois mj o fou; =0 sei# j, logo []; jez Homp(M;, M;) = [,z Endg(M;), e disso segue que

EndR(@ MZ) é H EndR(Mi)a
1€L 1€L

onde p(f) = (m o f ot)iez, € os isomorfismos sdo de grupos aditivos, portanto para provarmos a ultima
afirmativa basta verificar que também sdo homomorfismos de anéis. O elemento unitario em Endr(P;c7 M;)
é a funcao identidade id, logo

p(ld) = (7‘(‘1' oido Li)z'eI == (idi)i€I7
pois 7; o t; = id; — onde id; é a identidade em M; —, logo a imagem da unidade do dominio é a unidade do
codominio. Se f, g sdo endomorfismos do dominio, entao

p(fog)=(miofou)ier
o foL0mogoL)icr
= ((mio fou)o(mogou)ier

= p(f) o p(9),

portanto o isomorfismo é de fato de anéis, como queriamos. |

—~

O resultado anterior possui diversas implicacbes interessantes. Note que se o dominio de um R-
homomorfismo f é uma soma direta de mdédulos, entdo f é unicamente determinado pelas restrigoes
(f o ti)ier de f nas componentes do dominio. Analogamente, se seu codominio é um produto direto de
modulos, entdo f é determinado unicamente pelas fungdes (m; o f);cz, e se ambos dominio e codominio sao
somas diretas, segue que os elementos da forma (m; o f o0 ¢;); ; determinam f unicamente, e no caso de somas
diretas finitas, o isomorfismo nos permite identificar f unicamente com uma matriz com entrada ij dada por
(mi o fouj)ij. Também vale observar que se R é um anel comutativo, entdo os isomorfimos acima também
serao isomorfismos de R-médulos.

O anel de R-endomorfimos de um anel R também se relaciona diretamente com o seu anel oposto.

Proposi¢ao 1.3.9. Os anéis Endg(R) e R°P sdo isomorfos.
Demonstragdo. Defina o seguinte homomorfismo de grupos abelianos:

¢ : R’ — Endg(R);
p(a)(b) =b-a.

Note que p(a *b) = p(b- a), logo para qualquer z em R temos que

p(b-a)(@) =x-b-a=yp(a)opb)(x),

e também que ¢(1) é a fungdo identidade em Endg(R), portanto o homomorfismo é de anéis. Se p(a) = 0,
temos que para qualquer b elemento de R vale que b-a = 0, e como 1 também ¢é elemento de R, isso implica
que a = 0, e dado qualquer R-endomorfismo f de R, vale que para todo x em R

fla)=flz-1) =2 f(1) = (f(1))(z),
implicando que ¢ é isomorfismo de anéis. |
Agora iremos demonstrar um dos resultados mais importantes sobre de R-mdédulos simples.

Lema 1.3.10 (Lema de Schur). Sejam M, N R-mddulos simples nao-nulos, e seja ¢ : M +— N um R-

homomorfismo. Entdo ¢ ou é identicamente nulo ou é um isomorfismo. Em particular, o anel Endg(M) é
um anel de divisdo.
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Demonstragao. Sabemos que os conjuntos ker(p), Im(y) sdo submédulos de M, N, respectivamente. Sendo
M, N simples, segue que ker(p) = {0} ou ker(p) = M, e que Im(p) = {0} ou Im(p) = N. Se ker(¢) = {0},
vale pelo Teorema 1.3.3 que M =g Im(p), e portanto M =r N, pois M e N sao nao-nulos. Do contrario,
segue que ¢ e identicamente nula.

Agora se tomarmos o conjunto Endr (M), sabemos que ele é de fato um anel com as operagoes de soma e
composi¢ao de func¢des e com unidade dada pela funcao identidade, logo basta mostrar que todo elemento
nao-nulo ¢é invertivel. Dado elemento f qualquer do anel de endomorfismos, e sendo endo M simples, existem
duas opgoes: ker(f) = {0}, e nesse caso pelo mesmo argumento feito anteriormente segue que Im(f) = M,
ou ker(f) = M e nesse caso segue que f = 0. Logo, se f ndo é identicamente nulo entao ele é bije¢do, sendo
portanto invertivel, e entdo Endg(M) é anel de divisao. [ |

O Lema de Schur também nos permite caracterizar médulos simples sobre um anel qualquer.
Teorema 1.3.11. Seja M um médulo sobre um anel R. As seguintes sdo equivalentes:
(1) M é simples;
(2) M é ciclico, e todo elemento ndo-nulo de M é um gerador;

(3) M é isomorfo como R-médulo a R/I, onde I é um ideal maximal & esquerda de R.
Demonstragao.

(1)=(2) Assuma M simples, e note que dado qualquer elemento m de M nao-nulo, Rm é R-submddulo que
contém pelo menos 0 e m, logo Rm # {0}, e entdo por simplicidade segue que Rm = M.

(2)=(3) Assuma que M ¢ ciclico e que todo elemento ndo nulo ¢é gerador. Novamente considere um elemento
nao-nulo m de M, e defina

p:R— M,
o(r) =rm,
e note que tal fungdo é claramente um R-epimorfismo, logo do Teorema 1.3.3 vale que
R/ ker(y) =g M.

Agora note que dados 71,2 elementos de ker(y),

@(r1 —r2) = @(r1) — ¢(r2) =0,
logo 71 — rg estd em ker(p), e também vale que dado r de R qualquer,
o(rry) =rrim =r(rym) =0,

portanto 71 pertence a ker(p), e entdo ker(yp) é ideal a esquerda de R. Se J é ideal a esquerda de R tal que
ker(¢) C J, entao existe r em J \ ker(yp), logo ¢(r) = rm # 0 e por simplicidade terfamos que M = R(rm).
Mas entao a restricdo ¢|; = @ o, onde ¢ é a inclusdo de J em R, é sobrejetiva, e portanto

J/ker(p) Zr M = R/ ker(yp),

logo J = R, implicando que ker(y) é ideal a esquerda maximal.

(3)=(1) Assuma que M é isomorfo & R/I, onde I é ideal maximal & esquerda de R. Se N é R-submédulo de
M, entdo o isomorfismo em questdo nos dd que N é isomorfo & algum submédulo de R/1, logo pelo Teorema
1.3.4 existe algum R-submoddulo J de R que contém I tal que

N ~p J/I.

Por outro lado, sendo R anel, sabemos que seus R-submédulos sdo precisamente os seus ideais a esquerda,
entdo J é um ideal a esquerda que contém o ideal maximal & esquerda I, implicando que J = Rou J = 1.
Em ambos os casos, isso significa que N é R-isomorfo a R/I ou a {0}, e portanto pela arbitrariedade de N
segue que M é moédulo simples. [ |
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O resultado anterior nos permite identificar ideais maximais a esquerda de um anel R com os possiveis
R-médulos simples. Em particular, como todo R-submédulo simples é um ideal minimal a esquerda de R,
temos que cada ideal minimal a esquerda é isomorfo como R-mdédulo ao quociente de R por algum ideal
maximal & esquerda. No entanto, ndo é verdade que um R-médulo simples qualquer (ndo necessariamente
incluso em R) seja isomorfo a algum ideal minimal de R, simplesmente devido ao fato de que nem todos
anéis possuem ideais minimais a esquerda, mas todos possuem ideais maximais a esquerda. Um exemplo
disso é o anel Z, que ndo possui ideais minimais pois seus ideais sdo da forma nZ para algum n inteiro, mas
existem Z-moédulos simples, e.g., Z, com p primo é simples pois é isomorfo & Z/pZ, e pZ é ideal maximal.

Agora podemos descrever de maneira mais detalhada os ideais minimais & esquerda de um anel.

Lema 1.3.12 (Lema de Brauer). Seja L um ideal minimal & esquerda de um anel R. Entdo L? = {0} ou
existe elemento idempotente e € L tal que L = Re.

Demonstragio. Assuma que L? # {0}, portanto existe elemento ndo-nulo a em L tal que La # {0}. No
entanto, note que La é ideal a esquerda nao-trivial de L, entdo por minimalidade segue que La = L, logo
existe e em L tal que ea = a. Agora considere o conjunto

J ={z € L|za = 0}.

Note que e & J, e que J é ideal & esquerda de L, logo J = {0}, mas note também que e? — e € J, entdo
e? —e =0, e portanto e é idempotente. Como L também é R-médulo & esquerda — e entdo é um R-médulo

simples — segue do Teorema 1.3.11 que L = Re. |

E importante ressaltar que o ideal Re, com e elemento idempotente, ndo é necessariamente um anel
pois e nao necessariamente é unitario. O elemento e certamente é uma unidade a direita, mas nada nos
garante a principio que eRe = Re, e isso de fato nao serd o caso para muitos dos exemplos neste trabalho.
Os resultados anteriores nos permitem concluir fatos importantes sobre o anel de matrizes com entradas em
algum anel de divisao.

Exemplo 1.3.13 (Semissimplicidade de M,,(D)). Considere o anel de matrizes M, (D) com entradas em
um anel de divisao D e com n > 1, e note que podemos escrever tal anel como

M,(D)=C1 & ...5 C,,

onde cada C; é um submoddulo das matrizes com i-ésima coluna nao-nula dado por

0 .. ai; ... 0
Ci={: + + & lla.,an € D}

J& vimos que os conjuntos C; sdo de fato ideais & esquerda de M, (D), cada um naturalmente isomorfo a
D™ como M, (D)-médulo, no entanto também podemos observar que tais ideais sdo minimais. De fato,
tome um ideal & esquerda L contido em um C; qualquer, e assuma que existe elemento y ndo-nulo em L, ou
seja, existe indice j tal que a entrada y;; # 0 na matriz y. Agora tome um elemento x € C; qualquer, e note
que a matriz

M=1: : : Do

0 .. :Umyj_il .. 0

é tal que My = z, e sendo L ideal a esquerda segue que My € L, logo z € L, o que implica que C; = L, e
entdao C; é ideal minimal & esquerda. Isso nos permite concluir que o conjunto de matrizes pode ser escrito
como soma direta de ideais minimais & esquerda, algo que futuramente iremos definir como semissimplicidade.
Como C? # {0}, o Lema de Brauer nos garante que tais ideais serdo da forma M, (D)E, onde E é alguma
matriz idempotente, e no caso basta tomar para um C; qualquer a matriz E;;, que certamente é idempotente
e pertence a Cj, logo de fato temos que

My (D) = My, (D)E1; @ ... & My,(D)Epy,.
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O exemplo anterior também ilustra um fato interessante: um anel R ser simples ndo necessariamente
implica que ele é simples como um R-mé6dulo. De fato, vimos anteriormente que M, (D) é um anel simples,
mas o exemplo anterior nos mostra que, quando visto como um moddulo sobre si mesmo, esse anel nao é
simples para os casos onde n > 1, pois pode ser escrito como soma direta de n submddulos simples distintos.
A decomposicdo deste exemplo é relativamente ficil, no entanto ela captura a motivacdo principal por
tras dos resultados dos proximos capitulos: descrever anéis como uma soma direta de objetos simples de
maneira explicita. No caso anterior, a descricdo foi em termos de elementos idempotentes que também sao
hermitianos, i.e., sdo matrizes de projecdo ortogonal, e iremos ver em se¢oes futuras que isso nao é uma
coincidéncia. Também é possivel caracterizar todos os submédulos simples do anel de matrizes, algo que seréd
particularmente 1til para aplicagées do Teorema de Wedderburn.

Exemplo 1.3.14 (Unicidade dos submddulos simples de M,,(D)). Seja R = M, (D) o anel de matrizes sobre
um anel de divisdo D, e considere um R-moédulo simples M. Pelo Teorema 1.3.11, segue que M = RX,
onde X é uma matriz ndo-nula de M, e como RX # 0, certamente existe alguma matriz A de R nao-nula
tal que AX # 0. Fixe uma coluna j de A com alguma entrada nao-nula, e considere o mapa ¢ entre M e
D™ que leva um elemento BX de M na j-ésima coluna de B, isto &, ¢(BX) = Bej, onde e; é o vetor com
um na j-ésima entrada e zero nas demais. Disso segue que esse mapa é um R-homomorfismo nao-nulo, e
do exemplo anterior vimos que D™ é um R-médulo simples, portanto pelo Lema de Schur segue que
deve ser um R-isomorfismo, logo M = D™ Isso nos mostra que, a menos de isomorfismo, D™ ¢ o tnico
M, (D)-médulo simples.

Dado um R-médulo M e um conjunto S C M, dizemos que S € linearmente independente se Zij a;;mi; =0
implica que a;; = 0 para todo i, j, onde o;; € R, m;; € S, ou seja, toda combinagdo linear finita de elementos
de S que resulta no elemento nulo deve ter todos coeficientes nulos. Um conjunto S é dito linearmente
dependente se ele ndo é linearmente independente, ou seja, existe combinacao linear finita que resulta no
elemento nulo onde nem todos os coeficientes sdo nulos. Um conjunto gerador linearmente independente
é dito base do R-moédulo. Se F é um corpo, dizemos que qualquer médulo sobre F é um F-espaco vetorial.
Espacos vetoriais sdo os objetos de estudo de algebra linear, e eles satisfazem uma série de propriedades
bésicas que, em geral, nao sdo satisfeitas por R-moddulos quaisquer.

Iremos agora enunciar sem prova um importante resultado para as segoes futuras. Para isso, relembramos
o leitor que dado um conjunto munido de uma relagdo binaria entre seus elementos, dizemos que ele é um
conjunto parcialmente ordenado — também dito poset — se a relagdo é reflexiva, antissimétrica e transitiva, e
dizemos que um subconjunto é uma cadeia se ele é totalmente ordenado, ou seja, qualquer par de elementos
é comparavel.

Lema 1.3.15 (Lema de Zorn). Seja (X, <) um poset onde toda cadeia C' C X possui limitante superior em
X, isto é, um elemento z em X tal que para todo y em C valha que y < z. Entdo X possui um elemento
maximal.

O Lema de Zorn é uma ferramenta extremamente poderosa para demonstrar diversos resultados em
algebra linear, e ele serd especialmente 1til para demonstrar propriedades béasicas de mdédulos e anéis
semissimples. Abaixo fornecemos um exemplo de uso do Lema de Zorn para demonstrar que todo ideal em
um anel estd contido em algum ideal maximal.

Exemplo 1.3.16 (Existéncia de ideais maximais). Seja R um anel, e fixe um ideal a esquerda L. Defina o
conjunto

F={J CR|LCJ, Jéideal a esquerda de R}.

O conjunto em questao é um poset com operacao C de inclusdo de conjuntos, e portanto tomaremos uma
cadeia C' em F. Podemos tomar J = | Jec J, e afirmamos que tal elemento ¢ um limitante superior de C.
De fato, primeiro note que L C J por definicdo, e se a,b € J, existem Jy, Jo € C tais que a € Ji,b € Jo, e
assumindo sem perda de generalidade que J; C Js, temos que a,b € Jo, e portanto a+b € Jo, implicando que
J & fechado para soma. Agora se a € R e b € J, um argumento similar mostra que ab € J, logo J pertence &
F, e entao pelo Lema de Zorn segue que existe elemento maximal de F, que no caso serd precisamente um
ideal maximal & esquerda de R que contém L. Um argumento similar pode ser feito para ideais a direita e
para ideais bilaterais.

18



1.4 Algebras

O principal objeto de estudo deste trabalho sdo as chamadas algebras sobre corpos, que nada mais sao do que
espagos vetoriais com alguma nogao de produto bilinear entre seus elementos. A seguir damos sua definicao
formal.

Definicao 1.4.1. Seja (A, +) um grupo abeliano e F um corpo. Dizemos que 4 é uma F-algebra se existem
operagoes - : Rx A— A x: A x A— A tais que:

(1) (A,+,-) é um F-espago vetorial;
(2) (A,+,*) é um anel?;
(3) Para quaisquer c em Fe A, Bem A: a- A% B = (aA)* B= A% (aB).

Os itens (1) e (2) nos dizem que uma algebra nada mais é que um espago vetorial com respeito a um
corpo F que também é um anel, e (3) nos diz que a multiplicagdo entre elementos do anel é compativel com
a multiplicacdo por escalares de IF, e portanto todas as construgoes e resultados vistos até entdo sobre anéis e
médulos também se aplicam.

Exemplo 1.4.2. O conjunto M, (C) das matrizes n x n com entradas complexas é um anel com respeito
as operagoes de adi¢do e multiplicacdo de matrizes, e sua unidade é a matriz identidade. Além disso, esse
conjunto também tem estrutura de C-espaco vetorial com a multiplicagdo por escalares em C, portanto
ele é uma C-algebra. Podemos também considerar a operacdo de multiplicagdo termo-a-termo de matrizes,
conhecida como produto de Schur, definida como (A o B)ij = A;;B;; para matrizes de mesmo tamanho, e
podemos observar que M, (C) também é uma C-algebra com respeito ao produto de Schur, com unidade
dada pela matriz com todos elementos iguais a um.

Dada uma dlgebra A sobre um corpo F, iremos representar sua unidade pelo simbolo E. Um subconjunto B
de A que é simultaneamente um subespaco vetorial e um subanel é dito subdlgebra, ou seja, B é um subespago
vetorial de [F que é fechado para produto de matrizes, e que contém a unidade E de A. Podemos dar a estrutura
de F-espaco para qualquer A-mdédulo M, pois basta definir para quaisquer X € M,a € F: aX := (aF)X,
e dai segue que M é F-espago vetorial, ou seja, qualquer A-submédulo de A também é subespaco, e por
motivos similares segue que qualquer homomorfismo de A-médulos também é um homomorfismo de F-espagos.
No entanto, nem todo A-submédulo é subalgebra, e para ver isso basta tomar o submédulo M, (C)E;; das
matrizes com i-ésima coluna nao nula, e notar que a matriz identidade nao pertence a tal conjunto. O
centro Z(A) de uma &lgebra é sempre uma subalgebra — apesar de nao necessariamente ser A-moédulo —,
simplesmente devido a compatibilidade entre as operagoes da algebra: se A comuta com todos elementos de A,
certamente A também comuta para qualquer o € F. Uma funcdo ¢ entre F-algebras é dita homomorfismo
se ela é simultaneamente um homomorfismo de F-espagos e um homomorfismo de anéis.

As nocgoes de somas diretas e de produtos diretos se traduzem naturalmente para o contexto de algebras,
mas nesse caso devemos fazer um esforco adicional para deixar claro sobre qual tipo de soma ou produto
estamos nos referindo. Neste trabalho, uma soma direta de algebras sobre um corpo F sempre ira se referir
a uma soma direta de F-espacos vetoriais, isto é, uma soma direta de F-mddulos, e um produto direto de
algebras ird se referir & um produto direto externo de anéis, pois cada algebra é também um anel.

Uma algebra A sobre um corpo F que é um F-espaco vetorial de dimensao finita d é dita dlgebra de
dimensado finita. Neste caso, dado que fixemos uma base {41, ..., A3} de A, temos que

d
AZ’AJ' = Z CZ-Ak,
k=1

3Diversos outros trabalhos relacionados ao estudo de &lgebras também estudam &lgebras que nfo necessariamente possuem
unidade, e nesse caso as algebras aqui descritas seriam chamadas de unitdrias.
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para quaisquer ,j € [d] := {1, ...,d}, onde cfj € F. Portanto, note que dados elementos A, B € A escritos
como A =3, ajA; e B=73;[;A;, temos

AB = (3 aidi)(D_ Bj4))
= Z OéiﬁinAj

i7j

k
=) e A,

ijk

ou seja, se fixarmos uma base, as constantes {cF.}, .. determinam completamente a dlgebra A, e elas sao
I I 17 l]k I
usualmente chamadas de constantes estruturais de A.
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2 O Teorema de Wedderburn

Usualmente em cursos de dlgebra linear se estuda o famoso Teorema da Decomposi¢cdo Primaéria, que nos diz
que dado um endomorfismo de espacos vetoriais f em um espaco V' sobre um corpo F, sempre é possivel
decompor o espago como

V=Wi&...6 Wy,

onde cada W; é um subespaco invariante por f, e em particular serd um autoespago generalizado, isto €, se
escrevermos o polinémio minimal de f como

my(t) =pi()" ... pt (D),

com cada p; irredutivel, entdo W; := ker(p;*(f)). Uma decomposi¢ao do espago em uma soma direta de
subespacos f-invariantes nos dé naturalmente uma diagonalizagdo por blocos de f: basta escolher uma base
para cada W; e entdao tomar a unido de tais bases.

No contexto de matrizes com entradas complexas, o teorema em questdo nos garante que sempre é possivel
encontrar uma base bloco-diagonal para uma dada matriz, e muito do estudo basico de algebra linear é
dedicado a entender qual sera a forma dos blocos em questdo. Por exemplo, sobre os complexos sempre serd
possivel triangularizar os blocos da decomposicdo priméaria de uma matriz, de modo que cada bloco tenha
uma componente diagonal e uma componente nilpotente, e essa forma diagonal em blocos triangulares é
semelhante a forma normal de Jordan da matriz. O caso onde a matriz é diagonalizavel também fornece uma
forma agradavel para os blocos da decomposi¢io priméaria: cada bloco terd tamanho 1 e sua tnica entrada
serd dada pelo autovalor associado ao autoespago.

Podemos entao nos perguntar como generalizar este resultado: se agora tivermos um conjunto de matrizes,
serd que também sempre é possivel encontrar uma base que simultaneamente as coloca em uma forma
bloco-diagonal? Essa sera a pergunta motivadora para o nosso estudo de semissimplicidade ao longo deste
capitulo, e veremos nas proximas secoes diversas formas de determinar e caracterizar a existéncia de uma
base bloco-diagonal.

2.1 Modbdulos semissimples

Dado um R-médulo M qualquer, dizemos que M é semissimples se ele pode ser escrito como soma direta de
R-médulos simples. Estamos interessados em caracterizar médulos semissimples, e para isso iremos primeiro
demonstrar o seguinte resultado auxiliar.

Lema 2.1.1. Seja M um R-mdédulo tal que todo N submédulo de M é um somando direto, isto ¢, existe N’
submédulo de M tal que M = N & N'. Entao todo submdédulo nao-nulo de M possui submédulo simples.

Demonstragdo. Seja M um R-moédulo que satisfaz a hipdtese enunciada, N um submdédulo nao-nulo, e
considere um elemento nado-nulo m € N. O mdédulo Rm é submddulo de N, entdo podemos tomar o seguinte
epimorfismo de R-moédulos:

p: R— Rm;

p(a) = am.

Sabemos que ker(¢) é R-submédulo de R e que ker(p) # R, pois m # 0, o que implica que ker(yp) é um ideal
nao-trivial a esquerda de R, e portanto existe algum ideal maximal a esquerda L em R que o contém. Pelo
Teorema 1.3.4, sabemos que existe uma correspondéncia entre os submddulos de R/ ker(¢) e os submédulos
de R que contém ker(yp), logo segue que L/ ker(yp) é submédulo maximal de R/ ker(yp). Como ¢ é sobrejetivo,
sabemos pelo Teorema 1.3.3 que

R/ ker(v) Zr Rm.

Note que a imagem de L/ ker(y) por tal isomorfismo é o submédulo Lm de Rm, e como L/ ker(y) é maximal,
segue que Lm é maximal em Rm.
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Por hipétese, podemos escrever M = Lm @ L', onde L' é um submédulo de M, ou seja, todo elemento
am € Rm pode ser escrito unicamente como

am = Bm + 2/,
para alguns § € L,2’ € L, mas note entdo que podemos escrever
¥ =am—-pmeRmNL
de maneira Unica. Disso segue que
am = pm + (am — pm),

com Bm € Lm,am — m € Rm N L', ou seja,
Rm=Lm& (RmnL).

Afirmamos que Rm N L’ é simples. Suponha que nao seja, isto é, suponha que exista um submdédulo préprio
U nao-nulo. Note que por definigdo U é da forma U = {am|a € R’ C R} para algum subconjunto R’ de R,
mas como U é R-mddulo, vale que R’ é ideal & esquerda de R, e que R’ N L = {0} (pois a soma da equagido
anterior é direta). Vale entao que

Lm C Lm+ R'm C Rm,

onde a segunda inclusdo é estrita pois assumimos que U é submddulo préprio de Rm N L', e como a soma de
submodulos é um submddulo, obtemos um submddulo préprio Lm + R'm de Rm que contém propriamente
o submédulo Lm, contradizendo a sua maximalidade. Portanto, Rm N L’ é de fato simples, e como Rm N L’
é submédulo de N, vale que N possui submddulo simples, como queriamos. [ |

O resultado anterior em conjunto ao Lema de Zorn nos permite demonstrar a seguinte caracterizagao de
modulos semissimples.

Proposicao 2.1.2. Seja M um R-mddulo. As seguintes sdo equivalentes:
(1) M é soma de R-mé6dulos simples;

(2) M é semissimples;

(3) Todo R-submédulo de M é um somando direto.

Demonstracao.

(1)=(2) Assuma que M = >,.7 M;, onde cada M; é R-mddulo simples, e considere o conjunto

F={J C1I| Z M; é soma direta}.
JjeJ

Note que F # (), pois cada M; € F, e que (F,C) é um poset. Seja C C F uma cadeia, e note que
Uzec J € F € uma cota superior para C, ou seja, toda cadeia admite cota superior em F. Segue do Lema
de Zorn que existe J, € F maximal, e note que dado um M; qualquer, M; N3¢ 7 M; é submodulo de M;,
logo
Min Y Mj=M; ou Mn Y M=/{0},
JE€EIm JE€EITm

pois M; é simples. Assuma que existe algum i € 7 tal que o segundo caso ocorra, e note entdo que
JIm U {i} € F é um conjunto de indices que resulta em uma soma direta e que contém estritamente o
conjunto maximal Jy,, algo que contradiz a defini¢ao deste conjunto, logo todo M; C 3 ;¢ 7 Mj, e portanto
M =3cq, Mj, isto é, M é semissimples.
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(2)=(3) Assuma que M = @,;c7 M;, onde cada M; é submédulo simples. Seja N um submédulo de M, e
considere o conjunto
F={J CIIN + Z M; é soma direta}.
JjeT

De maneira andloga ao passo anterior, é imediato observar que (F,C) é um poset. Note que F é ndo-vazio,
pois para cada M; vale que M; N N = {0} ou M; N N = M; (pois M; é simples), e se para todo i vale que
M; "N = M;, entdo M = N e ndo ha nada a se provar, logo podemos assumir que existe ao menos um i tal
que M; N N = {0}, e portanto N + M; é soma direta. Seja C'C F uma cadeia, e note que Jsec J € F ¢
uma cota superior para C em F, e entdo segue do Lema de Zorn que existe J,,, € F maximal em F. Note
que se existe M; tal que M; N (N + (D,e s, M;)) = {0}, entdo J,,, U {i} € F, contrariando a maximalidade
de Jn, em F, portanto todos os M;’s estdo contidos na soma, entao vale que

M=Na& (P M),
JETm

e entao N é somando direto.

(3)=(1) Assuma que todo submédulo de M é somando direto, e considere Ng o submddulo de M composto
pela soma de todos os submodulos simples de M. Por hipétese, existe submddulo N’ tal que

M = N;,& N'.

Se N' # {0}, o Lema 2.1.1 nos garante que existe submddulo simples de N’ algo que contradiz a defini¢ao
de Ng, logo N' = {0} e entdao M é semissimples. [ |

A proposicao anterior nos mostra que os R-médulos semissimples sdo precisamente aqueles que, de certa
maneira, apresentam um comportamento semelhante aos de espagos vetoriais: dado qualquer submodulo, é
possivel encontrar um médulo complemento. A semissimplicidade também se comporta bem com respeito a
submédulos e quocientes, como podemos verificar a seguir.

Corolario 2.1.3. Todo submédulo e todo quociente de um R-moédulo semissimples é semissimples.

Demonstragio. Seja M = ;.7 M; R-mdédulo semissimples, com cada M; simples, e tome um submédulo
N qualquer. Considere o R-epimorfismo projecao m : M — M/N, e note que dado um m € M qualquer,
existem unicos m;; tais que
m=>_ mi,
J

portanto m(m) = > m(m;;) de forma tnica, logo M/N = 3°,.77(M;), o que implica pela proposicido
anterior que M /N é semissimples. Da proposi¢dao anterior também sabemos que existe submédulo N’ tal
que M = N & N’ logo vale que M/N' = N, entdo N é isomorfo & um quociente, e portanto também é
semissimples. |

Agora iremos formalizar uma forma de identificar endormorfismos de médulos semissimples com matrizes,
que rapidamente mencionada logo apés a prova da Proposicao 1.3.8.

Proposicao 2.1.4. Seja M um médulo sobre um anel R, e considere M) onde n é um nimero natural.
Entdo Endgp(M®™) e M, (Endg(M)) sdo anéis isomorfos.

Demonstragio. Considere f € Endgr(M (")), e sejam ;,1; a projecao e a inclusao candnicas na i-ésima e
j-ésima copias de M, respectivamente, onde 7; o f o1; € Endg(M). Vale notar que apesar de se tratarem de
copias de M, as fungdes m; o f o¢; em geral nao sao iguais. Observe que se m = (my,...,my,) é elemento de
M™) | entdo

n n
:(Zmofocj mj), ,ZﬂnofOL] (mj)),
j=1 J=1
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logo se identificarmos m com um vetor coluna, temos que

mofou mofoi ... mofou my

f(m) =

o fot mpofoi ... mpofou, My,
Portanto, se considerarmos o mapa

¢ : Endg(M™) — M, (Endg(M)),

mofouy mofou ... mofou,
o(f) = : : : : :

7TnOfOL1 WnofoLZ 7TnofoLn

é imediato observar que se trata de um homomorfismo de grupos aditivos, e se f,g € Endr(M (”)), as
observagoes anteriores nos garantem que ¢(f o g) = ¢(f) - ¢(g), e como p(id) = I, segue que temos um
homomorfismo de anéis. Se ¢(f) = 0, como vimos na Proposi¢ao 1.3.8 que f é unicamente determinado
pelas entradas da matriz ¢(f), segue que f = 0. Dado qualquer matriz M de M, (Endr(M)), observe que
existe um tnico R-homomorfismo f tal que m; o f o 1j = M;;, logo ¢(f) = M. Portanto, concluimos que ¢ é
bijecao, e entao

Endg(M™) = M, (Endg(M))

sao anéis isomorfos. [ |

2.2 Anéis semissimples

Nesta segao estaremos interessados em demonstrar teoremas estruturais para anéis semissimples, com o
objetivo de obter descrices uteis das diversas componentes algébricas de um anel. Em particular, iremos
demonstrar o Teorema de Wedderburn para anéis semissimples, e discutir em detalhes suas consequéncias e
ramificagoes. O teorema serd apresentado em sua forma geral, e nas préximas se¢des iremos discutir sua
versao para algebras de matrizes.

Dado um anel R, dizemos que ele é semissimples se ele é um R-modulo semissimples. Ou seja, anéis
semissimples sdo apenas aqueles que, quando vistos como mddulos sobre si mesmos, podem ser escritos como
soma direta de R-submoddulos simples, e ressaltamos novamente que os R-submoddulos simples de R sao
precisamente seus ideias minimais a esquerda. Provaremos agora uma caracterizagdo basica para estes anéis.

Proposicao 2.2.1. Um anel R é semissimples se, e somente se, todo R-modulo é semissimples.

Demonstragdo. Seja R um anel, e note que sendo R um R-médulo, a volta da afirmacao segue imediatamente.
Agora assuma que R é semissimples e tome um R-médulo M qualquer. Considere o seguinte R-homomorfismo:

Y @ R— M,
meM
o((rm)mem) = Z Tm - .
meM,rm#0

Note que dado =z € M, basta tomar a sequéncia (0zm)menr, onde dz, = 1 se e somente se m = x, e notar
que ©((dzm)menm) = z, logo ¢ é sobrejetiva. Portanto temos que

P R/ker(p) =g M,
meM

e como a soma direta de mdédulos semissimples é semissimples, concluimos que M ¢é isomorfo a um quociente
de um modulo semissimples, logo pelo Corolario 2.1.3 segue que M é semissimples. |

A semissimplicidade em anéis também implica em uma versao mais forte do Lema de Brauer.
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Proposigao 2.2.2. Seja R um anel semissimples. Entao todo ideal & esquerda de R é da forma Re, onde

e? = e é elemento idempotente. Em particular, todo ideal bilateral é um anel da forma Re com unidade e

pertencente ao centro de R.

Demonstragdo. Seja L ideal a esquerda de R, e sendo R semissimples sabemos da Proposicao 2.1.2 que existe
outro ideal a esquerda J tal que R =L @& J. Sejam e € L,z € J tais que e + x = 1. Dado qualquer a € L,
segue que

a = ae—+ ax,

0 que implica que

ar=a—ae € JNL,
mas como J N L = {0}, segue que ax = 0 e a = ae. Isso implica que e? = e, e também que L = Re, e um
resultado andlogo vale para ideais a direita. Agora assuma que I é ideal bilateral, portanto sabemos que
existem elementos idempotentes e, €’ tais que

I =Re=¢R,

logo vale que ee = €’e e que €’e = €’¢/, mas como ambos sdao idempotentes, segue que e = ¢’e = ¢/, portanto
I = Re = eR. Note que se x € I, existem a1, a2 € R tais que

r = a1€ = eay
logo
re=aje==x e exr =eas = x
portanto xe = ex, implicando que e comuta com qualquer elemento de I, ou seja, I é um anel com unidade e.
Se tomarmos um elemento a € R qualquer, temos
ae = (ae)e = eae e ea = e(ea) = eae
logo ae = ea, ou seja, e é um elemento do centro de R, como queriamos. |
Agora mostramos que a decomposicao em submoddulos simples de um anel é sempre finita.

Proposicao 2.2.3. Se R é um anel semissimples, entdo ele pode ser escrito como soma direta finita
submoédulos simples. Ademais, todo R-médulo simples é isomorfo a algum dos somandos diretos de R.

Demonstragao. Seja R = @, L;, onde cara L; ¢ R-submoddulo simples. Note que, por defini¢ao, existem
Unicos 74, , ..., 74, , 7i; € L;; tal que
l=r; +..+r,.

Logo, qualquer elemento x € R pode ser escrito unicamente como
T =xri + ...+ 275,

e como cada L;; é R-submoédulo de R, vale que zr;; € L;;, 0 que implica que R = @;-”:1 Li;.

Agora seja M um R-médulo simples, logo sabemos que qualquer elemento m néao nulo de M é tal que
M = Rm, portanto o R-homomorfismo ¢ : R — M dado por ¢(a) = am é nao nulo. Por outro lado, temos
pela Proposicao 1.3.8 que

m
{0} # Homp(R, M) = [ Homp (L, M),
i=1
onde o isomorfismo em questdo é de grupos abelianos, mas note que de qualquer forma isso implica que
existe algum i tal que Hompg(L;, M) # {0}, logo pelo Lema de Schur segue que M =g L;. |
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Uma consequéncia imediata da proposi¢ao anterior é que existem uma quantidade finita de classes de
isomorfismo de médulos simples em um anel semissimples. Se escrevermos um anel semissimples R como

onde cada L; é R-submoddulo simples, e entdo podemos considerar os submoédulos

Ri:= @ L=gL™

que agrupam todos os d; somandos isomorfos & L; na soma direta de R, para algum d; inteiro ndo-negativo.
Dessa forma, cada R; é um ideal a esquerda de R que ¢é semissimples, e portanto podemos escrever

m m d
R=PR = PL™,
i=1 i=1
onde L; 2r L; se i # j. Também podemos notar que cada R; é um ideal bilateral de R. De fato, se i # j,

tomamos
RiRj= @ RL= P P L'L

LgRLJ‘ LgRLJ LIERLi

Sabemos que ambos L, L' sdo submédulos simples, logo se existe a € L', b € L tal que ab # 0, o mapa que
leva qualquer a € L' em ab € L seria um R-homomorfismo nao-nulo, e portanto pelo Lema de Schur L e L’
seriam isomorfos, algo que contradiz o fato de que i # j, logo L'L = {0}, implicando que R;R; = {0}. Disso
segue que

m m
R;C RiR=RPR; = RR; = RiR; C R;,
j=1 j=1
onde a iltima inclusdo seguem do fato de R; ser ideal a esquerda de R, portanto R; R = R;, implicando que
R; é ideal bilateral. Disso e pela proposicao anterior, segue que cada R; é um anel com unidade dada por
algum idempotente e; pertencente ao centro de R, e como R;R; = {0} se i # j, segue que e;je; = 0.
Como R é soma direta dos R;, temos que a unidade de R pode ser unicamente escrita como

l=e1+..+ep,.

Além disso, se tomarmos elementos r, s € R, eles podem ser unicamente decompostos como r = r1 + ... + ry,
€ 5=81+ ... +8m, com 1;, 5 € R;, logo sua multiplicagdo serd dada por

rs =1181 + ... + T"mSm,

pois os produtos da forma 7;5; com i # j serdo nulos. Portanto, se considerarmos o mapa canonico que leva
rem (r1,...,7m) — ou seja, que identifica a soma direta interna de submédulos com a soma direta externa —
também serd um isomorfismo de anéis, pois a unidade 1 serd mapeada em (eq, ..., ey,), que é justamente a
unidade do produto direto dos R;. Isso nos mostra que o anel R é isomorfo & um produto direto externo dos
anéis R;, e como cada anel corresponde a um ideal bilateral de R, diremos que

isto é, diremos que R ¢ igual ao produto direto dos R;. Essa é uma das possiveis defini¢bes de produtos
diretos internos em anéis, mas como sua construcao é um tanto especifica para o caso de anéis semissimples,
optamos por introduzi-la somente agora.

Essa discussao nos leva a demonstracao o Teorema de Wedderburn.
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Teorema 2.2.4 (Teorema de Wedderburn). Seja R um anel semissimples escrito como

onde R; =g L(d ), cada L; é submddulo simples, e L; g L; se i # j. Entdo cada R; é um anel simples
isomorfo a Mdi(D ), onde D; é um anel de divisdo, e também temos que

ou seja, R é isomorfo & um produto direto de anéis de matrizes sobre anéis de divisdo. Reciprocamente, todo
produto direto de anéis de matrizes sobre anéis de divisao é semissimples.

IIZ

Demonstragao. Pelas Proposicoes 1.3.5 e 2.1.4, temos que
Endg(R;) 2 Endg(L*)) = My (Endg (L))

sdo anéis isomorfos, e como L; é médulo simples, segue que Endg(L;) é anel de divisao, logo

R; = (R;®)®

= (Endg(R;))P

= (Mg, (Endg(L;)))°P
= Mg, (Endg (L)),

onde o segundo e ultimo isomorfismos seguem das Proposigoes 1.2.6 e 1.3.9, e o anel D; := Endg(L;)°P é de
divisdo. Portanto o anel R; é isomorfo a My, (D;), para cada i, ou seja, R; é isomorfo & um anel simples, logo
também é simples. A Proposicao 1.3.8 nos da que

m

Endg(R) = Endg(@D R;) = || Homg(R;, R;),
i=1 i,j

onde os isomorfismos sdo de grupos abelianos, e por hipdtese L; 2 L; se ¢ # j, mas note que os ideais L;, L;
sao R-modulos simples e nao isomorfos, portanto segue do Lema de Schur que qualquer R-homomorfismo entre
L;, L; é identicamente nulo, ou seja, Homg(L;, L;) = {0}, o que também implica que Hompg(R;, R;) = {0},
logo

Endp(R) = [ [ Endn(R:) = [ Ma, (Endr(L)),
=1 =1

onde agora os isomorfismo sdo de anéis. Portanto, se prosseguirmos similarmente ao que foi feito para cada
R;, obtemos que

R

I

(RoP)oP
(Endp(R))”

(ﬁ Endg(R;))?

(Endg(R;))°P

I

I

112
=7

<.
Il
—

(Mg, (Endg(Li)))*

1

@
Il
i

11
=t
S
)
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Logo R é isomorfo a um produto direto de anéis de matrizes sobre anéis de divisao, onde cada termo do
produto é isomorfo ao respectivo R; da expressdo de R como soma direta. Reciprocamente, se R é um
produto direto de anéis de matrizes sobre anéis de divisdo, sabemos do Exemplo 1.3.13 que cada elemento
do produto é semissimples, e como se trata de um produto direto, cada elemento serd um ideal bilateral,
logo podemos identificar R também como soma direta de submoddulos semissimples, e dai segue que R é
semissimples. |

O Teorema de Wedderburn tem diversas implicacGes relevantes para o estudo de anéis e algebras, e
dedicaremos o restante deste capitulo para discutir essas consequéncias em detalhes. A implicacdo mais
imediata e talvez mais importante é justamente a garantia de que podemos identificar um anel R semissimples
com um produto direto de anéis simples R;, cada um sendo um ideal bilateral de R que é isomorfo a algum
anel de matrizes sobre um anel de divisdo. Essa decomposicdo de um anel semissimples como produto de
anéis simples R; é usualmente chamada de decomposi¢io de Wedderburn do anel. Observamos também que
teorema nos garante que nao é necesséario distinguir entre semissimplicidade a esquerda ou a direita: os anéis
de matrizes sobre anéis de divisdo sdo semissimples tanto a esquerda (com ideais minimais & esquerda dados
pelas matrizes colunas C; descritas anteriormente), quanto a direita (com ideais minimais & direita dados
pelas matrizes linha definidas de maneira andloga). Ou seja, um anel é semissimples & direita se, e somente
se, ele é semissimples a esquerda.

Podemos também demonstrar que a decomposi¢ao decomposicao de Wedderburn é tnica.

Proposicao 2.2.5 (Unicidade da decomposicio de Wedderburn). Se R é um anel semissimples com
decomposicao de Wedderburn dada por

onde cada R; é anel simples, entdo essa decomposicdo é tinica a menos de permutacdo dos R;, onde os
parametros m, d; sao unicamente determinados por R.

Demonstragdo. Assuma que
m m’
R=[[ R =]]R;
i=1 j=1

e note que
R; C RiR = R;R; C Ry,

logo R; R = R; para qualquer i. Por outro lado, também temos que

m/

RiR =[] RiR),
j=1

mas como cada R;» também ¢ ideal bilateral de R, segue que RiR;- ¢ ideal bilateral de R;, e sendo R; simples,
isso implica que RZ-R;. = R; ou RZR;- = {0}. Como R;R = R;, disso segue que existe exatamente um indice j
tal que RZR; = R;, e se agora repetirmos o processo para j, concluimos que

R; = R;R; = R,

logo para cada i existe um tnico j’ tal que R; = R;, e portanto a decomposicao de Wedderburn de R é tinica
a menos de permutacao dos R;’s, e consequentemente os parametros R;, d;, m sdo unicamente determinados
por R. |

A principal consequéncia da decomposi¢io de Wedderburn para este trabalho é a estrutura dos elementos
idempotentes de um anel semissimples R. Se e € R é um elemento idempotente pertencente ao centro de R,
dizemos que ele é um idempotente central, e se e;, e; sao idempotentes distintos de R tal que e;e; = 0, dizemos
que eles sdo ortogonais. Dizemos que um idempotente e € R é primitivo (também conhecido como minimal)
se ele nao pode ser escrito como soma de idempotentes ortogonais ndo-nulos de R, e um idempotente é dito
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centralmente primitivo se ele é central e ndo pode ser escrito como soma de idempotentes centrais ortogonais
nao-nulos.
Com essa nova terminologia, obtemos o seguinte corolério.

Corolario 2.2.6. Seja R é um anel semissimples com decomposicdo de Wedderburn dada por

m
R=1]]R:.
i=1
Entao existem unicos idempotentes ortogonais centralmente primitivos eq, ..., e,, tais que

l=e 1+ ...+ en.
Ademais, para cada e;, também existem tnicos idempotentes ortogonais primitivos e;1, ..., €4, tais que
€ = €1 + ... + €iq,-

Demonstragdo. A unicidade dos idempotentes segue da unicidade da decomposicdo de Wedderburn, e vimos
em discussoes anteriores que os idempotentes eq, ..., e, tais que R; = Re; sdo de fato ortogonais e centrais,
portanto resta mostrar que sdo centralmente primitivos. Agora fixe i e assuma que e; = €, + e/, onde €}, e/
sao idempotentes centrais ortogonais nao-nulos, ou seja, podemos escrever o anel R; como

R; = Re; = Re; @ Re;’,

onde a soma ¢é direta pois os idempotentes sdo ortogonais, mas note que como €, e e/ sao centrais, os
submoédulos Re) serdo ideais bilaterais préprios e nao-triviais de R;, contradizendo a simplicidade de R;, logo
cada e; é de fato centralmente primitivo.

Lembramos que por definicdo cada R; é da forma

Ri= @ L=pL"™,

ou seja, R; é um anel semissimples, e seus d; ideais a esquerda sao todos isomorfos & L;. Pela Proposicao
2.2.2, segue que para cada ideal a esquerda de R ¢ da forma Re;; para algum idempotente e;;, e por um
argumento similar ao feito anteriormente segue esses idempotentes sdo ortogonais e primitivos. Portanto,
como e; é a unidade em R;, temos que

€; = €j1 + ... + €i4;,

como queriamos. [ ]
Por fim, descrevemos o caso onde R é um anel semissimples comutativo.

Corolario 2.2.7. Todo anel comutativo e semissimples R é produto direto finito de corpos. Reciprocamente,
todo produto direto finito de corpos é semissimples.

Demonstragdo. Pelo Teorema de Wedderburn, podemos escrever

onde D; é um anel de divisdo. Sendo R comutativo, segue que cada My, (D;) deve ser por sua vez comutativo,
mas como se trata de um anel de matrizes, isso s6 é possivel se d; = 1. Cada M;(D;) é naturalmente isomorfo
a D; como anel, portanto cada D; é anel de divisdo comutativo, logo é corpo. Reciprocamente, se R é um
produto direto finito de corpos, note que cada corpo pode ser visto como um anel de matrizes de tamanho
1 x 1 com entradas no corpo, portanto é semissimples, o que implica que R por sua vez também é. |
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2.3 O Radical de Jacobson

Agora iremos realizar uma breve discussdo acerca de uma importante ferramenta para o estudo de anéis e
algebras semissimples, conhecida como o radical de Jacobson de um anel. Primeiro, dado um anel R, dizemos
que ele é artiniano a esquerda se qualquer cadeia descendente de ideais & esquerda estabiliza, isto é, dados
ideais {L;}; & esquerda tais que

Ll ) L2 2.2 Ln ) Ln+1 ) (X3

existe indice k tal que para qualquer j > k : L; = Lj. Isso equivale a dizer que toda familia nao-vazia de
ideias a esquerda de R possui um elemento minimal. Também é interessante notar que, se L é um ideal a
esquerda nao-nulo de R, entdo ele deve contem algum ideal minimal & esquerda, do contrario poderiamos
construir uma famfilia ndo-vazia de ideais & esquerda que nao possui elemento minimal. A principio a nogao
de anéis artinianos pode parecer um tanto arbitriria, no entanto, qualquer algebra de dimensao finita é um
anel artiniano. Isso segue do fato de que qualquer ideal a esquerda é um subespago da algebra, portanto
qualquer cadeia descendente estrita de ideais a esquerda é uma cadeia de subespacos cujas dimensoes estao
diminuindo, e como a dimensao é finita em algum momento a cadeia deve estabilizar.

Definimos o Radical de Jacobson J(R) de um anel R como sendo a interse¢do de todos os ideais maximais
a esquerda, isto é,

J(R) = ﬂ{L C RJ|L ideal maximal & esquerda}.

Esse objeto serd ttil para nds pois é possivel caracterizar a semissimplicidade de um dado anel em termos de
seu radical, e veremos que em alguns casos é significativamente mais ficil demonstrar que uma algebra é
semissimples por meio do estudo de seu radical.

Primeiro observamos que se R é um anel e y € J(R) é um elemento de seu radical, entdo 1+ y deve
ser invertivel a esquerda, isto é, deve existir z € R tal que z(1 + y) = 1. De fato, se 1 4+ y nao fosse
invertivel, entdo o ideal a esquerda R(1 + y) é nao-trivial e préprio em R, portanto esta contido em algum
ideal & esquerda maximal, mas y € J(R) e J(R) esta contido em todos os ideais maximais & esquerda, logo
1 —y+ y = 1 pertenceria a algum ideal maximal & esquerda de R, o que é um absurdo. Isso em particular
também implica que qualquer elemento da forma 1 —y com y € J(R) é invertivel a esquerda em R.

A definigdo do radical também nos permite concluir os seguintes fatos.

Proposicao 2.3.1. Seja R um anel, e N seu radical de Jacobson. Entéao

1) J(R) é um ideal bilateral;

(1)

(2) Se M é R-médulo simples, entdao J(R)M = {0};
(3) O radical do anel R/J(R) é {0};
(4)

4) Se R é artiniano, o seu radical é uma intersecdo finita de ideais maximais & esquerda.

Demonstragao.

(1) Sejax € J(R) e r € R, e seja L um ideal maximal & esquerda qualquer de R, e note que por defini¢ao
x € L. Defina o mapa

¢v:R/L— R/L,
ela+L)=ar+L,

e note que ¢ é R-endomorfismo, pois se m € R, entdao p(ma + L) = mar + L = m(ar + L), e
o((a+b)+L)=(a+br+ L= (ar+ L)+ (br + L). Sabemos que qualquer R-homomorfismo mapeia o
zero do dominio no zero do codominio, portanto como = € L, z + L = 0, logo ¢(x + L) = xr + L = 0,
e entdo zr € L. Disso, segue que zr pertence a qualquer ideal maximal & esquerda de R, e portanto
ar € J(R), logo o radical é ideal bilateral.
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(2) Se M é R-médulo simples, sabemos pelo Teorema 1.3.11 que existe ideal maximal & esquerda L de R tal
que M =g R/L. Pelo item anterior, sabemos que J(R) é ideal bilateral, portanto se z € J(R), entdo
xr € J(R) para qualquer r € R, e por definigdo J(R) C L, logo xr € L, o que implica que zr + L =0, e
portanto
J(R)M = {0},

como queriamos.

(3) O Teorema de Correspondéncia para anéis nos diz que existe uma bijegéo entre os ideais & esquerda de R
que contém J(R) e os ideais & esquerda de R/J(R), portanto se x + J(R) pertence ao radical de R/J(R),
vale que x + J(R) pertence a todos os ideais maximais a esquerda de R/J(R), e consequentemente x
pertence a todos os ideais maximais a esquerda de R que contém J(R) — que por definigdo sdo todos os
ideais maximais & esquerda de R —, logo = € J(R). Portanto =z + J(R) = 0, e entdo o radical de R/J(R)

¢ {0}

(4) Seja R artiniano, e considere o conjunto

n
F=A ﬂ L;|L; ideal maximal a esquerda de R,n € N}.
i=1
Sendo R artiniano, F possui elemento minimal L = (-, L; para algum natural n. Caso J(R) # L, entéo
existe ideal maximal & esquerda I; € L, mas entao L; € F e L; N L C L, contrariando a minimalidade

de L. Logo J(R) é uma interse¢do finita de ideais maximais a esquerda
[ |

O radical de Jacobson também estéd fortemente conectado com o conceito de nilpoténcia. Dizemos que
um ideal L (unilateral ou bilateral) de um anel é nilpotente se existe natural r tal que L” = {0}, em outras
palavras, qualquer produto de r elementos de L é nulo. Isso nos permite demonstrar um importante resultado.

Proposicao 2.3.2. Seja R um anel, entdo valem as seguintes:

(1) Qualquer ideal bilateral nilpotente de R estd contido em J(R);
(2) Se R é artiniano, entao J(R) é nilpotente.

Demonstragio.

(1) Seja N ideal nilpotente de R, e seja L um ideal maximal & esquerda qualquer. Note entdo que M = R/L
¢ R-mo6dulo simples, e portanto o R-submédulo NM = {0} ou NM = M. Se NM = {0}, como 1 € R,
significa dizer que todos os elementos da forma a + L, com a € N sdo nulos, logo N C L. Se NM = M,
repetimos o processo até chegarmos em N"M = M, onde 7 é o natural tal que N" = {0}, e nesse caso se
N ¢ L teriamos que M = {0}, absurdo, logo N esté contido em todo ideal maximal & esquerda de R, e
portanto esta contido em seu radical.

(2) Denote por J o radical de Jacobson de R, e considere a seguinte cadeia descendente de ideais
JDJ*D ...

Sendo R artiniano, existe r € N tal que J" = J" % para qualquer i € N. Afirmamos que J" = {0}. De
fato, caso nao seja, vale que J"J" = J" # {0}, logo existem elementos ndo-nulos a,b € J" tais que ab # 0,
e portanto o ideal & esquerda J"b # {0}. Dai, segue que J"J"b = J"b # 0, portanto o conjunto dos ideais
a esquerda L de J" tal que J"L # {0} é ndo-vazio, e sendo R artiniano, isso implica que existe ideal a
esquerda L minimal tal que J"L # {0}. Certamente tal ideal é principal, pois existe elemento = € L
nao-nulo tal que J"z # {0}, logo L = J"z. Em particular, podemos entao encontrar elemento y € J" tal
que x = yz, logo (1 — y)z = 0, mas como y € J, segue que 1 — y é invertivel & esquerda, e entdo x = 0.
Isso implica que L = J"x = {0} e contradiz o fato de L ser minimal, e entdo de fato temos que o radical

¢é nilpotente.
|
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Note que o resultado anterior nos mostra que o radical de Jacobson é precisamente o maior ideal bilateral
nilpotente de um anel artiniano, e veremos agora que um anel artiniano serd semissimples precisamente
quando seu radical for trivial.

Teorema 2.3.3. Seja R um anel artiniano. Entao R é semissimples se, e somente se, J(R) = {0}.

Demonstragdo.

(=) Se R é semissimples, sabemos que existem tnicos idempotentes ortogonais centralmente primitivos
e1, ..., ey tais que
l=e1+ ...+ en,

onde R; = Re; correspondem aos anéis simples da decomposicao de Wedderburn de R. Portanto se a € J(R),
temos que
a=a(er+ ...+ epn) =ae; + ... + aep,

mas também vimos que cada e; pode ser unicamente decomposto como soma de idempotentes ortogonais
primitivos e;1, ..., €;4,, onde cada e;; ¢ um idempotente de um ideal a esquerda minimal de R isomorfo a L;.
Logo, obtemos que

ae; = ae;l + ... + ae;q,,

e da Proposigao 2.3.1 sabemos que J(R)L; = {0} pois L; é submddulo simples, logo ae;; = 0 para qualquer ¢
e j, implicando que a = 0 e entao J(R) = {0}.

(«=) Da proposicao anterior, sabemos que o radical de R é (;_; L; para algum natural n, onde cada L; é
ideal maximal a esquerda. Portanto considere o seguinte mapa

¢: R~ PR/L,

i=1

o(r)=(r+R/Ly,....,1 + R/Ly).

Note que tal mapa é claramente um homomorfismo de anéis, e que se ¢(r) = 0, entdo r € L; para qualquer
i, logo r € J(R) = {0}, implicando que o mapa. ¢ injetivo. E facil ver que o mesmo também é sobrejetivo,
e portanto ¢ é um isomorfismo de anéis entre R e uma soma direta finita de R-mddulos, cada um sendo
simples pois cada L; é ideal a esquerda maximal, logo R é semissimples. |

2.4 Algebras semissimples

Dada uma élgebra A sobre um corpo F, dizemos que ela é semissimples se ela o é como um anel, ou seja, se
A pode ser escrita como soma direta de A-submddulos simples. Similarmente, dizemos que uma &dlgebra
é simples se ela o é como anel, isto é, se seu tnico ideal bilateral préprio ¢é trivial. Como nosso estudo ¢é
focado em &algebras de matrizes, iremos considerar algebras de dimensao finita, e nesse contexto é possivel
demonstrar um andlogo do famoso Teorema de Cayley: se uma F-algebra possui dimenséao d, entdo ela esta
isomorficamente imersa na algebra das matrizes d x d sobre F, isto é, existe um homomorfismo de dlgebras
injetivo de tal algebra para a algebra de matrizes, e esse mapa é usualmente chamada de representacao fiel.

Proposigao 2.4.1. Seja A uma F-algebra. Entao A estd isomorficamente imersa em Endp(.A). Em particular,
se A possui dimensao finita d, entdo A estd isomorficamente imersa em My(F).

Demonstragdo. Similarmente ao que é feito na demonstragao usual do Teorema de Cayley, podemos tomar
um elemento A em A e definir o F-endomorfismo f4(B) = AB, para qualquer B em A, isto é, consideramos
o0 mapa que multiplica elementos de A por A pela esquerda. Dai definimos a seguinte funcao:

¢ : A Endp(A);
¢(A) = fa.
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Note que sendo F corpo, Endp(A) é F-dlgebra, e é imediato verificar que ¢ é homomorfismo de F-espagos
vetoriais. Dados A, B € A, vale que ¢(AB) = fap, e para qualquer C € A, temos que f4p(C) = ABC =
(fao fB)(C), logo de fato ¢ é homomorfismo de F-algebras.

Ademais, note que se p(A) =0, entdo A = AE = f4(E) = 0, implicando que A = 0, logo segue que ¢ é
um monomorfismo de F-algebras. Com isso, vale que A é isomorfo a imagem de ¢, i.e., estd isomorficamente
imerso em Endp(.A). Se a dimensao de A é finita com valor d, vale que, se fixarmos uma base de A, Endp(.A)
e My(F) sao F-algebras isomorfas, e portanto segue o resultado. |

O resultado acima nos permite identificar cada elemento de A com uma matriz d X d de maneira tinica. Se
agora considerarmos algebras de dimensao finita sobre corpos algebricamente fechados, como C por exemplo,
podemos concluir uma versao mais forte do Lema de Schur.

Lema 2.4.2. Seja A uma &lgebra de dimensao finita sobre um corpo algebricamente fechado F, e seja £ um
A-submédulo simples. Entao End4(£) e F s@o corpos isomorfos.

Demonstragdo. Primeiro, note que foi previamente observado que todo A-submddulo também é um subespago
vetorial, ou seja, também possui dimensao finita. Ademais, dado elemento f € End 4(L), note que f também
é F-endomorfismo, pois para qualquer « em F, e para qualquer A em L, vale que

flad) = f(aEA) = f((aE)A) = aEf(A) = af(A),

portanto End 4(£) C Endp(L). Sendo F algebricamente fechado, vale entdo que existe autovalor A € F de f
com autovetor ndo-nulo X € L tal que
f(X) =X,

Portanto a fungdo f — AF é um F-endomorfismo com niicleo nao-trivial que pertence & End 4(£). No entanto,
sendo £ um A-médulo simples, segue o Lema de Schur que End 4(L£) é anel de divisdo, ou seja, f — AE deve
ser identicamente nula, portanto f = AE. Considere entdo o seguinte homomorfismo de anéis

¢ : F— Enda(L),
©(A) = A\E.

Note que ¢ é claramente injetivo, tendo em vista que AE = 0 implica que que A = 0. As observagoes
anteriores acerca de End 4(£) nos mostram que ¢ é sobrejetiva, portanto segue o resultado. |

Similarmente ao que foi feito para o caso de anéis, podemos escrever uma algebra semissimples .4 como

onde cada L; é A-submddulo simples, e entdo podemos considerar os submddulos

A= @ £acl®
LEAL;

que agrupam todos os d; somandos isomorfos & £; na soma direta de A, para algum d; inteiro ndo-negativo.
Dessa forma, podemos escrever

A=PAi=a P L™,
i=1 1=1

onde L; 24 L; se i # j. Disso segue que cada A; é uma dlgebra simples e um um ideal bilateral de A da
forma A; = AF;, onde cada E; é um idempotente central de A que também é a unidade da algebra A;. Isso
implica imediatamente que se i # j, entdo A;A; = {0}, e portanto podemos identificar .A com o produto
direto das algebras A;



Note que o Teorema de Wedderburn nos garante que cada A; é isomorfa como anel a My, (Endg(L;)°P), e
deixamos ao leitor verificar que esse isomorfismo também é de algebras. Como cada £; é submddulo simples
de A, o Lema 2.4.2 nos garante que Endg(L;) é um corpo isomorfo a F, e portanto

A; = My, (F)

sdo FF-algebras isomorfas. Essas observagoes nos permitem concluir versoes analogas par algebras dos
resultados discutidos nas seg¢oes anteriores.

Teorema 2.4.3 (Teoremas de Wedderburn para Algebras). Seja A uma &lgebra semissimples de dimenséo
finita sobre um corpo algebricamente fechado F, escrita como

A=P A,
=1

onde A; =4 E,Ed"), cada £; é submddulo simples, e £; 4 L; se ¢ # j. Entao valem as seguintes:

(1) Cada A; é isomorfo como F-algebra a algebra completa de matrizes My, (F), e portanto

¢ um isomorfismo de F-algebras. Reciprocamente, qualquer produto direto finito de algebras completas
de matrizes é semissimples;

(2) A decomposicao de Wedderburn da algebra 4 é tnica a menos de permutacao das A;, e os pardmetros
m, d; sdo unicamente determinados por A;

(3) Existem tnicos idempotentes ortogonais centralmente primitivos F, ..., B, tais que
E=F+..+E,,

onde F é a unidade da algebra A. Ademais, para cada E;, também existem tUnicos idempotentes
ortogonais primitivos Fj1, ..., B, tais que

Ei = Eij + ... + Eig,;

(4) Se A também é comutativa, entao

1

m
A= ]F,
i=1
e em particular os idempotentes ortogonais centralmente primitivos formam uma base para A como
F-espaco vetorial.

A afirmativa (1) nada mais é que a versao analoga do Teorema 2.2.4, (2) é o andlogo da Proposi¢ao 2.2.5,
e (3),(4) sao os analogos dos Corolarios 2.2.6 e 2.2.7, respectivamente, notando que no caso de algebras
comutativas semissimples, teremos que A serd isomorfo a [[;; F, que é um espago vetorial de dimensao m,
e notando tabém que o conjunto dos idempotentes Ff, ..., By, é linearmente independente, segue que eles
formam uma base para A.

As discussbes ao longo deste capitulo foram um tanto abstratas, mas agora iremos mostrar como aplicar
estes resultados de uma forma um tanto concreta. Quando dizemos que uma &lgebra é isomorfa a um
produto direto de matrizes, uma boa forma de visualizar isso é com matrizes diagonais por blocos. Podemos
identificar o produto direto de dlgebras completas de de matrizes com dimensoées dy, ..., d,,, como um conjunto
de matrizes quadradas diagonais por blocos de tamanho dj + ... 4+ d,,,, onde cada bloco é uma matriz quadrada
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de tamanho d;. As operagoes de soma e multiplicacido se comportam da mesma maneira que se comportariam
para elementos do produto direto direta, em especial a multiplicagdo de duas matrizes diagonais em blocos —
com blocos do mesmo tamanho — é uma matriz diagonal dos respectivos produtos entre os blocos. Portanto,
0 Teorema de Wedderburn nos mostra que qualquer algebra semissimples de dimenséao finita sobre um corpo
algebricamente fechado serd da forma

M
A=A |M; € Mg, (F)}
My,

isto é, um conjunto de matrizes diagonais por blocos, onde cada bloco equivale a um ideal minimal & esquerda
com multiplicidade d; na expansdo de A como soma direta, e se a dimensao de A é d, devemos ter que
d=d3}+ ...+ d2,, pois se tratam de algebras isomorfas onde cada My, (F) tem dimensdo dz.

Agora iremos responder a pergunta motivadora feita no inicio deste capitulo: quando é possivel bloco-
diagonalizar um conjunto de matrizes de forma simultdnea, ou seja, quando é possivel encontrar uma
matriz invertivel P tal que todas as matrizes A; de um dado conjunto estejam numa forma bloco-diagonal
quando fazemos a mudanca de base P~'4;P? Tendo em vista os resultados discutidos neste capitulo, a
resposta pode parecer 6bvia: as algebras de matrizes semissimples sdo precisamente aquelas que podem ser
simultaneamente bloco-diagonalizadas, mas essa conclusdo nao é de forma alguma imediata a partir dos
teoremas. O isomorfismo do Teorema de Wedderburn sé nos garante que podemos identificar matrizes da
algebra original com matrizes bloco-diagonais em uma outra algebra que ndo necessariamente possui matrizes
do mesmo tamanho que as originais, portanto nossa pergunta agora se torna: como obter uma matriz de
mudanca de base a partir do isomorfismo do Teorema de Wedderburn?

Para responder essa nova pergunta, iremos considerar subconjuntos da algebra completa de matrizes
M, (F) que formam algebras, isto é, subespagos vetoriais que sao fechados para produto matricial e possuam
alguma unidade FE, onde F é algebricamente fechado. Tais dlgebras sdo chamadas de dlgebras de matrizes,
e vale notar que elas ndo sdo necessariamente subdlgebras de M, (F), pois ndo precisam conter a matriz
identidade I. Nosso objetivo agora ¢ encontrar uma decomposicio do espaco vetorial F(") como soma direta
de subespacos que sejam invariantes por A.

Comecamos escrevendo nossa algebra semissimples A como

onde cada £; é A-mdédulo simples, e £; # L se i # j. O Teorema de Wedderburn nos diz que cada Egdi) é

isomorfo & My, (F), e portanto seus submddulos simples também devem ser isomorfos, ou seja, £; é isomorfo
como A-médulo & F(4), mas vimos também que qualquer A-homomorfismo é um F-homomorfismo, ou seja,
a dimensao de £; como F-espaco é precisamente d;. Agora note que a matriz identidade I pode ser escrita
como

I=E+(I-E),

onde
(I-E*=I-E e FEI-E)=0,

ou seja, F e I — F sao duas projegoes ortogonais que somam para I, implicando que podemos decompor o
espaco F(™ como soma direta de suas imagens, isto é,

F® = EF™ @ (I — E)F™.

Como F é a unidade de A, segue que EF(™ é um A-médulo, e que A(I — E)F™ = {0}, ou seja, ambos os
somandos sdo A-invariantes, o que significa que se considerarmos uma base para F(™ formada pela unido
das bases para os somandos, obtemos uma base onde todas as matrizes de A sdo blocos-diagonais, com um
bloco correspondendo & EF(™ | e um bloco com todas entradas iguais & zero correspondendo & (I — E)F(™).
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Podemos dizer bem mais sobre o primeiro bloco em questdo. Como EF(™ é A-médulo, segue da Proposicao
2.2.1 que ele é semissimples, ou seja, podemos decompor EF(™ como soma direta de A-submédulos simples
(que também sao subespagos), e da Proposi¢ao 2.2.3 segue que cada somando serd isomorfo a algum dos £;
como A-mdédulo, e consequentemente como F-espago. Ou seja, existem inteiros ndo-negativos e; para todo
i€ {1,...,m} tal que

=1

e como cada £; é um F-subespaco de dimenséo d; que também é um A-mddulo, se considerarmos uma base
para EF(" composta pela unido de bases para cada um dos subespacos isomorfos a algum L;, obtemos que o
bloco correspondente a EF®™) estard em uma forma bloco-diagonal, com e; blocos de tamanho d; x d; para
cada 4. Isso nos permite concluir que sempre podemos encontrar uma matriz invertivel P tal que P~1 AP seja
uma algebra de matrizes bloco-diagonais, ou seja, as algebras de matrizes semissimples sdo de fato aquelas
para as quais é possivel encontrar uma bloco-diagonalizacdo simultdnea de todos seus elementos.
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3 Algebras de Matrizes sobre C

Este capitulo tem como objetivo principal demonstrar que certas algebras de matrizes sdo semissimples, e
a partir disso obter um conjunto de resultados tteis para as aplicacdes que serdao discutidas em capitulos
futuros. Alguns resultados deste capitulo serdo demonstrados de mais de uma forma, e nosso objetivo é
contrastar métodos elementares de demonstragdo com as técnicas algébricas que desenvolvemos nos ultimos
capitulos para ilustrar as vantagens e desvantagens destes, e como em muitos casos diferentes demonstracoes
servem propésitos distintos.

Denotamos a matriz identidade em M,,(C) por I, e a matriz com todos elementos igual & 1 como J. Se n
¢ um namero natural, iremos definir o conjunto [n] := {1,...,n} como todos os naturais até n. Lembramos
ao leitor que se V' é um espacgo vetorial sobre C, e se existe funcio

(,):VxVe=C
que é linear na primeira varidvel, satisfaz (v, w) = (w, v) para quaisquer v,w em V', e (v,v) é real e positivo
se v # 0, entdo dizemos que V é um espaco de produto interno. Tal fungdo determina uma norma induzida
||v]| == (v,v)1/? que mapeia elementos de V nos ntimeros reais. Se V, W sio dois espacos vetoriais sobre C
com produtos internos (-, )1, (-, -)2, respectivamente, e se ¢ é um C-homomorfismo entre V' e W, definimos o
adjunto ¢* de ¢ como o C-homomorfismo entre W e V tal que para quaisquer v em V e u em W vale que

(0, " (u))1 = (p(v), u)a.

No caso de matrizes, o adjunto de uma matriz A em M, (C) nada mais é que a matriz conjugada-transposta
A* = (A)T. Podemos definir um produto interno para a algebra de matrizes M, (C) da seguinte forma:

(A, B := tr(AB"),

onde tr denota o trago de uma matriz. Deixamos para o leitor verificar que a fung¢do acima é de fato um
produto interno, e vale notar também que para qualquer matriz A € M, (C), a matriz AA* é hermitiana, ou
seja, possui autovalores reais, e portanto seu traco também é um namero real. Dado um subespaco W de
M,,(C), definimos

W :={Ae M,(C)|VBeW: (A B)=0}

como o subespaco ortogonal de W, e nesse caso, sempre podemos decompor
M,(C)=W oWt

como soma direta de espagos vetoriais, onde existem tnicos operadores Py, Py, autoadjuntos e idempotentes
— ditos projecdes ortogonais — que mapeiam uma dada matriz X em sua respectiva componente em W ou W,

Com essa linguagem, podemos formalizar duas operagoes que a partir de agora serdo bastante comuns: a
operagao de mapear um vetor v = (vy, ..., v,) em uma matriz diagonal Diag(v) com entradas diagonais dadas
por vy, ..., vy, € a operagdo de mapear uma matriz qualquer A no vetor diag(A) = (A1, ..., Apn) das suas
entradas diagonais. Formalmente, definimos a funcéo

Diag : C™ — M, (C),

onde
(%] 0 e 0
0 Vo ... 0
Diag(v)=1| . . . .|,
0 O Up,

e similarmente definimos a funcéo

diag : M,,(C) — C™,
diag(A) = (AH, veey Ann)

37



Observe que ambas sao fungoes C-lineares, e que Diag* = diag, ou seja, uma é o adjunto da outra.

Lembramos que uma matriz hermitiana X € M, (C) é dita positiva semidefinida (PSD) se, para qualquer
vetor v em C™, vale que v*Xv > 0. Equivalentemente, X possui apenas autovalores reais nao-negativos,
e portanto se escrevermos a diagonalizagdo X = UAU™, onde A = Diag(Ay, ..., A,) é matriz diagonal de
autovalores e U é matriz unitdria de autovetores, podemos definir

X2 .= UDiag(A\?, ..., A2 U™,

Note que X1/2 é claramente hermitiana, e nesse caso segue facilmente que X é PSD se, e somente se, existe
matriz B tal que X = BB*, pois basta tomar B = UDiag()\}/Q, vy 71/2). Iremos denotar o conjunto das
matrizes simétricas n x n por S", e note que esse conjunto ¢ um subespago vetorial de M, (C), apesar de nao
ser uma dlgebra, o subconjunto de S" formado pelas matrizes PSD sera denotado por S}, e o subconjunto
das matrizes positivas definidas sera denotado por S’ ,. O conjunto S’} C S" nao é um subespaco vetorial
pois, apesar de ser fechado para soma, nao é fechado para produto por escalar, mas é um cone, isto é, é um

subconjunto fechado para produto por escalares ndo-negativos, e também é um conjunto convezxo.

3.1 x-Algebras

Seja A uma C-subélgebra de M, (C), isto é, um C-subespaco fechado para produto matricial que possui
um elemento neutro multiplicativo. Dizemos que A é uma *-dlgebra — ou dlgebra autoadjunta — se dado
qualquer elemento A de A, o seu conjugado-transposto A* também pertece a A. Uma subédlgebra B de A
que também é fechada para o conjugado transposto é dita *-subdlgebra, e um homomorfismo ¢ de dlgebras é
dito *-homomorfismo se ¢p(A*) = p(A)*.

Exemplo 3.1.1. A algebra M, (C) é claramente uma *-algebra. Se considerarmos uma matriz A € M, (C)
hermitiana qualquer, o conjunto de todos os polinémios em A, isto é, expressoes do tipo

aol + a1 A+ as A% + ... + ai AF,

também é uma x-algebra. De forma geral, se considerarmos qualquer matriz A, o conjunto de todos os
polinémios em A e A* é uma *-dlgebra, que no caso possui elemento neutro igual & matriz identidade.

Exemplo 3.1.2. Um exemplo importante se x-dlgebras sao os centralizadores de grupos de permutacao.
Formalmente, um grupo de permutagao nada mais é que um subgrupo do grupo formado por todas as
possiveis permutagoes de n elementos, e existe uma correspondéncia natural entre os grupos de permutacao
e os subgrupos de GL,(C) formados por matrizes de permutagio. Seja G C GL,,(C) um subgrupo formado
por matrizes de permutagdo, e considere seu centralizador C' = Cyy, ¢)(G). Sabemos que o centralizador
é um subanel de M, (C), e certamente também serd um subespago, ou seja, é uma subélgebra, logo resta
checar se ele é fechado para conjugado-transposto. De fato, tome A € C e P € (G, e note que

A*P = (P*A)* = (APT)* = PA*,

logo de fato C ¢é x-algebra. Um caso que serd especialmente interessante nos capitulos futuros é quando
consideramos o centralizador do grupo de automorfismos de um grafo G, isto é, do subgrupo de GL,(C)
formado pelas matrizes de permutacio P tal que PAPT = A, onde A é a matriz de adjacéncia de G. O fato
de que esse conjunto forma uma *-algebra serd 1til para inferir propriedades combinatérias de certos grafos
que apresentam alta regularidade.

As préximas trés segoes serdao dedicadas a demonstracdo do seguinte fato: toda x-algebra é semissimples,
ou seja, sempre podemos bloco-diagonalizar todos os elementos de uma x-algebra de forma simulténea.
Iremos fornecer duas demonstracoes desse fato: a primeira sendo elementar e construtiva, mas no entanto
significativamente mais trabalhosa, e a segunda sendo imediata a partir dos resultados vistos no capitulo
anterior, no entanto requerendo uma teoria mais intricada. Queremos justamente contrastar as diferentes
demonstragoes para ressaltar a utilidade da teoria desenvolvida até entdo: os métodos de algebra abstrata
podem parecer um tanto confusos e excessivamente gerais a primeira vista, mas muitas vezes essa compreensao
abrangente da teoria nos permite demonstrar facilmente resultados cujas demonstragoes elementares sao
significativamente mais complicadas.
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3.2 Triangularizacao e diagonalizacao de algebras comutativas

Nesta secao, iremos demonstrar alguns resultados sobre algebras comutativas que serao uteis nas proximas
secoes. As demonstragoes utilizardo somente conceitos de algebra linear basica, mas em muitos casos os
resultados também irdo seguir imediatamente dos fatos vistos no capitulos anterior. Primeiro, iremos mostrar
que toda algebra comutativa de matrizes em M, (C) pode ser simultaneamente triangularizada, isto é, existe
base ortogonal onde todas as matrizes da algebra estdo na forma triangular superior. Dai, iremos concluir
que toda x-algebra comutativa pode ser simultaneamente diagonalizada, ou seja, existe base comum de
autovetores para todas as matrizes da algebra.

Proposigao 3.2.1. Se A é um matriz em M, (C), entdo existe base ortogonal tal que A é triangular superior.

Demonstragdo. Iremos demonstrar o resultado por indugdao em n. O caso com n = 1 é imediato, portanto
assuma como hipdtese que para qualquer k < n, existe base ortogonal {v1, ..., v;} tal que

Av; € spanc(vy, ..., ),

para todo i € [k] — note que tal hipétese é naturalmente equivalente & existéncia de uma base em que A
é triangular superior. Agora para o caso geral, como C é algebricamente fechado, existe autovetor v; com
autovalor \; de A, portanto podemos escrever

Cc™ =Cuv, ®W,

onde W = (Cv;)*. Dai consideramos a projecio ortogonal Py de C™ em W, e notamos que Py A é
endomorfismo em W, logo aplicamos indugdo para obter uma base ortogonal {va, ..., v,} tal que

(Pw A)v; € spang(va, ..., v;),

para qualquer i € {2,...,n}. Em conjunto com a projegao ortogonal P em Cuv;, obtemos que para qualquer
v; € {Ul, ...,Un},
Av; = ((P + Pw)A)’Ui = PAv; + Py Av;,

onde PAv; € Cuy e Py Av; € spanc(vy, ..., v;), logo
Av; € spanc (v, v2, ..., v;),
como queriamos. |

Isto nos mostra que sempre podemos encontrar uma base onde uma dada matriz de M, (C) esta na forma
triangular superior. Em outras palavras, isso nos diz que para qualquer matriz A € M,,(C) existe uma matriz
unitaria U tal que U* AU estd em uma forma triangular superior.

Antes de provarmos o resultado geral, iremos precisar de dois resultados auxiliares que sao provados a
seguir.

Lema 3.2.2. Seja A uma matriz em M, (C), e W um subespago A-invariante de C(™). Entéo existe autovetor
de A em W.

Demonstragao. Seja B = (v1 w2 ... wg) matriz n X k com uma base para W em suas colunas, onde k é
a dimensdo de W. O fato de W ser A invariante equivale a dizer que

AB = BC,

onde C é alguma matriz k£ X k com os coeficientes da aplicagdo de A em cada um dos elementos da base de
W. A matriz C pode ser vista como um endomorfismo em C¥, logo existe autovetor v € C*¥ com autovalor \

para C, portanto
ABv = BCv = ABw,

logo Bv é autovetor de A com autovalor A. |
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Lema 3.2.3. Se {A4,..., A;} é um conjunto de matrizes em M, (C) que comutam entre si, entao existe vetor
v que é autovetor comum de todas as matrizes.

Demonstragdo. Faremos inducdo em d. No caso base, note que como A; e Ay comutam, temos que se v é
autovetor de A; com autovalor A\, entdo para qualquer k

A1 (Afv) = A5(Arv) = A(Abw),
logo Akv é autovetor de A;. Portanto, consideramos o espaco
W = spang (v, Agv, A3v,...),

que por construcgao é As-invariante, logo pelo lema anterior contém autovetor de Ao, mas como todo elemento
de W também é autovetor de A1, obtemos um autovetor em comum. Para o caso geral, basta usar inducao
para encontrar um autovetor comum de Aq, ..., Ag_1, e entdo aplicar o mesmo raciocinio em

W = spanc(v, Aqu, A%v, ...),
assim obtendo um autovetor comum para Ay, ..., Aq. [ |
Agora estamos prontos para demonstrar o resultado principal desta segéo:

Teorema 3.2.4. Toda dlgebra comutativa .4 de matrizes em M, (C) pode ser simultdneamente triangularizada
por uma base ortogonal. Em outras palavras, existe matriz unitaria U tal que as matrizes de U* AU estao
todas na forma triangular superior.

Demonstragio. Seja {41, ..., Ag} uma base para A. Iremos fazer indugdo na dimensao n de M, (C). O caso
base é imediato, e para o caso geral nds primeiro encontramos um autovetor v; comum para Aq,..., Ag
utilizando o lema anterior, e dai decompomos o espago como

c™ =Cv oW,

onde W = ((Cvl)J-. Note entdo que cada matriz A; pode ser escrita com respeito a uma base formada por vy
e uma base para W, e tal matriz sera da forma

1
onde A; é o autovalor de A; associado & v1, a; é um vetor linha de dimensdo n — 1, e 0 é o vetor de dimensao
n — 1 com todas as entradas iguais a zero. Como cada A; comuta com cada A;, segue que cada A} comuta
com cada A}, e dai podemos aplicar indugdo para encontrarmos uma base ortogonal {va, ..., vx} para W tal
que para quaisquer ,j em [d],
Alv; € spang(va, ..., vj),

logo aplicando o mesmo raciocinio da demonstracdo da Proposigdo 3.2.1 — e notando que os A} seréo
precisamente a projecdo ortogonal de A; em W —, obtemos que

Ajv; € spanc(vy, ..., v5),

para quaisquer 4,7 em [d]. Ou seja, existe uma base ortogonal para as matrizes Ay, ..., Ay onde todas estao
na forma triangular superior, como queriamos. |

Também é comum encontrar versoes do resultado anterior enunciadas em termos de uma familia comutativa
de matrizes, isto é, um conjunto {A;} arbitrario de matrizes em M,,(C), mas note que o resultado em questao
implica essas outras versoes imediatamente: basta considerar a algebra gerada pela familia, que serd uma
subélgebra de M, (C) de dimensao finita, e dai basta aplicar o nosso resultado em uma base. No caso
particular de x-algebras comutativas, obtemos o seguinte corolario.
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Corolario 3.2.5. Toda x-dlgebra comutativa A de matrizes em M, (C) possui base ortogonal comum de
autovetores. Em outras palavras, existe matriz unitaria U tal que as matrizes de U* AU estao todas na forma
diagonal.

Demonstragdo. Basta observar que a base ortogonal que obtemos que coloca uma matriz normal A na forma
triangular superior é precisamente uma base de autovetores para a mesma, isto é, ela se encontra em sua
forma diagonal. Isso se deve ao fato de que, se um subespaco W qualquer é A-invariante, entdo W+ é
também A*-invariante, mas em especial o subespago gerado por um autovetor de A sera invariante tanto por
A quanto por A* pois A é normal, logo W serd A-invariante. Portanto, a demonstracio da existéncia da
base que triangulariza a matriz se torna precisamente a demonstracao do Teorema Espectral para matrizes
normais sobre C, e como o teorema anterior nos garante a existéncia de uma base comum que triangulariza
todas as matrizes da familia, segue que todas estdo em sua forma diagonal. |

3.3 Semissimplicidade de x-algebras

Agora estamos prontos para exibir a demonstragao elementar do resultado principal deste capitulo: toda
x-algebra é semissimples. Para isso, primeiro vamos exibir duas demonstragoes diferentes para um resultado
geral sobre algebras de matrizes com respeito ao produto de Schur, e dai concluiremos que toda *-algebra
comutativa é semissimples, e isso por sua vez implicard o resultado desejado. A primeira demonstracao é
quase imediata, mas requer um conhecimento adicional acerca das caracterizagoes de semissimplicidade e
sobre o radical de Jacobson, ja a demonstracao 2, apesar de um pouco mais trabalhosa, nos permite construir
de maneira mais explicita os elementos da base de matrizes 01 para a algebra em questao.

Lema 3.3.1. Se A C M, (C) é uma algebra de matrizes com respeito ao produto de Schur, isto é, ao produto
termo a termo de matrizes, entao existe inica base de matrizes 01 para A. Em particular, toda dlgebra de
matrizes diagonais possui uma tnica base de matrizes diagonais 01.

Demonstragao 1. Seja A uma 4lgebra de matrizes com respeito ao produto de Schur, isto é, para quaisquer
A,B € A, o produto Ao B € A, onde (Ao B);j; = A;;B;;. Denote por A°F o produto de Schur de uma
matriz A consigo mesma k vezes, e note que Aff = Afj, logo se A € A é um elemento nilpotente, segue que
A =0, logo J(A) = {0}, implicando que A é semissimples. Isso mostra que toda dlgebra de matrizes com
respeito ao produto de Schur é semissimples, e portanto podemos considerar seus idempotentes centralmente
primitivos Aq, ..., Ag tais que

E=A+...+ A,

mas note que as matrizes A; sdo idempotentes com respeito ao produto de Schur, logo A;0 A; = A;, implicando
que as matrizes A; sdo 01. Toda algebra de matrizes com respeito ao produto de Schur é comutativa, logo
pelo Teorema 2.4.3 segue que os idempotentes Ay, ..., Ay formam uma base para A, e a unicidade de tal base
também segue da unicidade dos idempotentes. |

Demonstragdo 2. Seja Ai,..., Ag uma base para a algebra A. Por defini¢do, A é fechada para o produto
de Schur e para somas de seus elementos, portanto se p(z) = ag + a1z + ... + apz™ é um polinémio com
coeficientes em C, a expressio

p(A) =apE + a1A+ ... + a, A"

serd elemento de A para qualquer elemento A pertencente a algebra, e note que p(A);; = p(A;;) pois se trata
do produto de Schur. Logo podemos definir para qualquer entrada A;; de A um polindémio p;; que leva A;;
em 1, e as demais entradas em 0, de modo que p;;(A) é uma matriz 01. Aplicando esse procedimento nas
matrizes Aq, ..., Ag, obtemos um conjunto de matrizes 01 que geram A como espaco vetorial, e portanto
podemos obter disso uma base de matrizes 01. Como toda matriz 01 é idempotente com respeito ao produto
de Schur, a unicidade dessa base segue de quando consideramos uma base de matrizes 01 formada por
idempotentes primitivos. |

As matrizes Ay, ..., Ay da demonstragdo anterior formam a base de Schur de uma élgebra fechada para o
produto de Schur, e elas serdo extremamente tteis para demonstrar diversos resultados na préxima parte
deste trabalho. O resultado anterior também nos garante que toda x-algebra comutativa é semissimples.
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Teorema 3.3.2. Toda *-algebra comutativa é semissimples. Em particular, se A é uma x-algebra comutativa
de dimensao d, entdo existe uma matriz unitdria U e uma parti¢do [n] = So LI S L ... U Sy, com Sy, ..., Sg
nao-vazios, tal que

A= U{)\lfl 4+ ...+ )\dId’/\z’ S C}U*,
onde cada I; é a matriz diagonal com uns nas posi¢des de S; e zeros nas demais.

Demonstragdo. Note que se A € A, entdao A* € A por definicio, e como a dlgebra é comutativa, segue que A
é normal. Se fixarmos uma base para A, isso implica que tal base é composta por matrizes normais que
comutam, logo o Corolario 3.2.5 nos garante que existe matriz U que simultaneamente diagonaliza todas as
matrizes da base, e consequentemente todas as matrizes de A. O Lema 3.3.1 nos diz que podemos tomar uma
base Iy, ..., I; de matrizes diagonais 01 com suporte disjunto, portanto basta definir S; como o conjunto de
indices das respectivas entradas ndo-nulas de I;, e Sy como o conjunto dos indices de [n] que correspondem a
entradas nulas em todos os elementos da base, ou seja, Iy = I — (I3 + ... + I3). Assim obtemos uma partigao
[n] = SpU Sy U...U Sy, e todo elemento de A serd combinagao linear de I, ..., I;. |

Note que as matrizes F1, ..., E4, onde E; = UIL;U*, obtidas a partir das matrizes do teorema anterior
sao os idempotentes centralmente primitivos de A, pois E;F; = 0;;E;, E1 + ... + E4 é a sua unidade, e a
dimensao da algebra é precisamente d. Além disso, a construcdo nos garante que cada F; é uma matriz PSD,
pois cada I; também é e os E;’s sdo obtidos a partir de uma mudanca de base ortogonal. Note também que
So = 0 implica que I € A, e nesse caso a dlgebra A serd uma subalgebra de M, (C).

Com isso, estamos prontos para demonstrar o teorema principal desta se¢do. Primeiro iremos exibir uma
demonstragao construtiva e elementar devido a Bachoc et al. (2012), e entdo exibiremos duas demonstragoes
que dependem fortemente dos conceitos desenvolvidos no capitulo anterior acerca de algebras semissimples e
suas diversas caracterizagoes.

Teorema 3.3.3. Toda *-algebra A de M, (C) é semissimples. Em particular, podemos escrever

A= AE;,

i=1
onde as matrizes F; sdo os idempotentes centralmente primitivos de A.

Demonstragio 1 (Teorema 9.1, Bachoc et al. (2012)). Para mostrarmos o resultado iremos seguir a seguinte
estratégia: primeiro vamos considerar uma x-subdlgebra maximal contida em A e obter seus idempotentes
minimais, depois vamos construir uma relagdo de equivaléncia a partir desse conjunto de idempotentes, e entao
finalmente vamos obter os idempotentes centralmente primitivos de A a partir das classes de equivaléncia
dessa relagao.

Comegamos com B C A uma *-subdlgebra comutativa maximal — e note que Z(A) C B. Primeiro
mostramos que C4(B) C B, isto é, B contém todas as matrizes que comutam com todos os seus elementos.
De fato, seja A € C4(B) uma matriz no centralizador da subdlgebra, e considere as seguintes possibilidades:

(i) Se A é normal, note que caso A ¢ B entdo a algebra gerada por BU {4, A*} é uma x-subdlgebra
comutativa que contém estritamente B, contrairando sua maximalidade

(ii) Se A nao é normal, podemos considerar a matriz A + A*, que certamente é normal, e portanto pelo
mesmo argumento feito no item anterior vale que A + A* pertence a B. Mas entdao como A € C4(B),
terfamos que A(A + A*) = (A + A*)A, implicando que A é normal e nos levando a uma contradicao

Portanto concluimos que B contém seu centralizador. Utilizando o Teorema 3.3.2, podemos obter uma matriz
unitaria U que, apds substituir A por U* AU, nos permite assumir sem perda de generalidade que B estd na
forma diagonal, com idempotentes minimais dados pelas matrizes Iy, I3, ..., I com entradas 01 que formam
uma base ortogonal para B, e com partigao [n] = Sy U .S L...1US;. Como a unidade em B é a mesma que em
A, segue que I1 + ...+ I é a unidade de A, mas vale notar que em geral as matrizes I; ndo precisam pertencer
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ao centro de A, simplesmente pois Z(A) C Z(B), ou seja, as matrizes I; ainda ndo sdo os idempotentes
centralmente primitivos de A, e para obté-los precisaremos de um pouco mais de esforco.

Agora iremos fixar A € A, e definir as matrizes A;;, com 7,5 € {0, ...,d} e de tamanho |S;| x |S;|, dadas
pelas restricoes de I; AI; nas linhas de S; e nas colunas de S;. Observamos que:

i) Agp =0, e A;; é um multiplo da matriz identidade em Mg (C). Para ver isso, primeiro notamos que
|53
a matriz I; Al; é uma matriz diagonal com entradas nao-nulas dadas pelas entradas diagonais de A
indexadas por 5;, e também que, se i # j,

(LAL)I; = 0 = I;(LAL),

logo I; AI; comuta com a base de B, e dai segue que I;AI; € C4(B) C B. No caso de IpAly, como
IyBI1y = {0}, obtemos que [pAly = 0. Para os demais 4, como a base é formada por matrizes diagonais
com suporte disjunto, temos que os coeficientes de I; AI; com respeito a base Iy, ..., I; serdo nulos para
quaisquer j # i, ou seja, [;Al; ¢ de fato miultiplo de I;, e sua restrigio em Mg, (C) sera um miltiplo da
matriz identidade.

(i) Aj; é igual a zero ou é um multiplo positivo de uma matriz unitdria, e nesse caso as cardinalidades dos
S; sdo iguais. De fato, tome A;; ndo-nulo e assuma sem perda de generalidade que |S;| > |}/, e note
que

(LAL)(LAL)" = (AL A,

logo por (i) segue que (AI;A*);; ¢ multiplo da identidade Mg,(C), implicando que A;;A}; também
é, portanto rk(A;;) = |S;|, mas por outro lado, rk(A4;;) < |S5;|, logo |S;| = |S;| e entdo as matrizes
A;;j sdo quadradas para quaisquer 4, j. Isso implica que AijA;?‘j é uma matriz PSD, e entao deve ser
um miltiplo real positivo — que chamaremos de o — da identidade em Mg, (C), e entdo VoA é uma
matriz unitaria, fazendo com que A;; seja claramente um multiplo positivo de uma matriz unitéria.

Com essas observacgoes, avancaremos para a parte final da demonstragdo. Iremos definir uma relacdo ~ no
conjunto [d] da seguinte forma: i ~ j se e somente se I;Al; # {0}, ou seja, o indice i é relacionado com o
indice j se e somente se existe alguma matriz A de A tal que a matriz formada pelas linhas de A indexadas
por S; e as colunas de A indexadas por S; nao seja toda nula. A relagdo é reflexiva devido a observagao (i), e
também ¢é simétrica pois A é x-algebra logo I; Al; = (I;Al;)*. A transitividade é consequéncia da observacao
(1): se i~ j e j~k, segue que existem matrizes A, B € A tais que [;Al; e I;BI} sao nao-nulas, e portanto
A;j, Bjj, sao miltiplos positivos de matrizes unitarias de mesmo tamanho (pois |S;| = |S;| = |Sk|), e entao o
produto A;;Bj; é uma matriz unitdria, fazendo com que

0 75 (IiAIj)(IjBIk) = IZ‘(AIjB)Ik S IZ'.AIk,

logo i ~ k.

Agora considere {F1, ..., By} = {3°;.; I;]i € [d]} como as matrizes diagonais 01 induzidas pela relacio
de equivaléncia ~ nos idempotentes minimais de B. Afirmamos que as matrizes E; sdo os idempotentes
centralmente primitivos de A. De fato, primeiro temos por construcdo que Eq + ... + E,, é a unidade em A,
e que se i # j, entdo E; AE; = {0} — em particular E;E; = 0 —, logo se A € A, temos
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AE; = () E;)AE;

J
=Y E;AE;
i

= FE,AE;
J#i
=Y E;AE;

J
= EAQY E))
J
= EZAu

implicando que cada E; € Z(A), e como cada E; é uma soma de idempotentes minimais de B, isso nos da
que eles sdo idempotentes e primitivos, e também obtemos que cada F; é uma matriz hermitiana. Obtemos

entdo a seguinte decomposicao de A
m

A =P AE;.
i=1
Os conjuntos AFE; sdao A-submédulos por construgdo, a soma é direta pois os submédulos sdo escritos
em termos de idempotentes ortogonais, e os submédulos sdo simples pois cada E; é primitivo, logo A é
semissimples, como queriamos. |

A demonstracdo em questdo interessante por diversos motivos, mas talvez o principal deles é o fato
de se tratar de uma demonstracdo construtiva, onde os idempotentes centralmente primitivos da algebras
sdo construidos a partir de uma subalgebra comutativa maximal, e isso implica que os idempotentes em
questdo serdo matrizes hermitianas. E possivel encontrar uma s-subélgebra comutativa maximal em tempo
linear na dimenséo da algebra A, ou seja, a demonstracio nos dd um algoritmo eficiente para encontrar os
idempotentes da algebra, e a partir destes idempotentes é possivel se obter uma base bloco-diagonal para
todas a matrizes da algebra, algo que serd particularmente 1til para alguns problemas de otimizacao que
veremos em proximos capitulos. Agora prosseguimos com as demais demonstragoes.

Demonstraciao 2. Seja A uma x-algebra, e seja B C A um A-submoddulo. Sabemos que B também é um
subespaco vetorial de A, portanto podemos decompor

A=Ba@ B,

onde Bt é o complemento ortogonal de B em A. Fixe X € BL, e tome um elemento A € A qualquer, logo
para qualquer B € B

(AX, B) = tr(AX BY)
= tr(XB*A)
= tr(X (A*B)")
= (X, A"B).

Como A € A, segue que A* € A, e como B é A-submddulo, segue que A*B € B. Portanto (X, A*B) =0, e
disso temos que (AX, B) = 0, ou seja, B+ também é A-submédulo. Logo, concluimos que todo A-submédulo
de A é somando direto, e entdao pela Proposi¢ao 2.1.2 segue que A é semissimples. |

Demonstragio 3. Seja A uma x-dlgebra, e tome um elemento A € J(A) em seu radical de Jacobson. Como
o radical é um ideal, vale que A*A € J(A), e da Proposigao 2.3.2 sabemos que isso implica que existe um
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natural r tal que (A*A)" = 0. Por outro lado, note que A*A é matriz hermitiana, logo existem projetores
ortogonais Fy para todo 6 autovalor de A*A tais que

A*A =Y 0Ey
0

logo
(A*A)" = Z 0" Ey.
0

Em particular, se tomarmos um autovetor v nao-nulo associado a um autovalor 8 qualquer, vale que
0=(A"A)"v =10,

mas isso ocorre se, e somente se, § = 0, implicando que A*A = 0. Tome entdo um vetor v ndo-nulo, e note
que (Av)*(Av) = 0 se, e somente se, Av = 0, mas (Av)*(Av) = v*(A*A)v = 0, logo Av = 0 para qualquer
vetor do espaco, e portanto A = 0. Isso implica que o radical de Jacobson de A é trivial, e portanto pelo
Teorema 2.3.3 segue que A é semissimples. |

As duas ultimas demonstragoes, quando vistas de forma isoladas, sdo concisas e simples, mas implici-
tamente escondem uma teoria extremamente rica e complexa que foi parcialmente discutida no capitulo
anterior. Por outro lado, elas ndo nos fornecem uma construcdo tao explicita dos submoédulos simples e dos
idempotentes minimais da dlgebra em questao, algo que é essencial para quaisquer aplicacées algoritmicas
destes tipos de problemas. As diferencas entre as trés demonstracées em questao sdo justamente o motivo
pelo qual decidimos as exibir: cada uma ilustra uma faceta diferente da teoria de algebras de matrizes, e em
conjunto a compreensao de todas essas técnicas enriquece o entendimento de problemas deste tipo, tanto do
ponto de vista matematico quanto computacional.
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